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L’ UNDECIMO LIBRO 

DEGLI ELEMENTI 

D I 

EUCLIDE 

( DELLA GEOMETRIA TL SETTIMO. ) 

DEFINIZIONI. 


l. Solido è quello che ha lunghezza , larghezza, 
e profonditi . 

il. Il termine del solido è la superficie . 

m. La linea retta è perpendicolare al piano , 
quando fa angoli retti con tutte le linee rette , che sono 
nel piano sottoposto , e la toccano . 

iy. Il piano è perpendicolare al piano , quando le 
linee rette , clic si tirano in uno di essi perpendicolari 
alla comune sezione loro , anno anche perpendicolari 
all’ altro piano . 

v. L’ inclinazione della linea retta al piano è l' an- V. IV. 
golo acuto clic si contiene da essa linea retta , e dall' al- 
tra tirata dal punto ove quella linea retta incontra il 
piano , al punto in cui è incontrato dalla perpendico- 
lare tirata ad esso da un altro punto sublime preso in 
quella retta linea medesima . 
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V. If. vr', L’ inclinazione del piano ad altro piano è 
1' angolo acuto , che si contiene da due perpendicolari 
alla comune sezione de’piani, tirate da un medesimo 
punto di essa , una nell’ un piano, e I’ altra nell’altro. 

rii. Il piano è detto inclinarsi similmente al pia- 
no , che un altro ad nn altro , quando sono uguali 

loro non 

convengono , comunque si prolunghino indefinitamente. 

V N. ix. L’ angolo solido è quell’ inclinazione , che si 
costituisce *ad un punto sublime da più linee rette , che 
da questo si tirano a' vertici degli angoli di un retti- 
lineo sottoposto . 

y. N, x. Figure solide simili sono quelle, che hanno gli 
angoli solidi uguali , 1' un l’ altro, e proporzionali i lati 
omologhi (*) intorno gli angoli uguali . 

V. A". xi. » lina tal definizione, eh' è la X nel Testo Cie- 
co , si è tralasciata , per le ragioni addotte nelle Note . 

• xti. Piramùle è la figura solida compresa da pia- 

ni , la quale da un piano si costituisce ad un punto 
sublime , dove tulli gli altri piani che la terminano 
si riuniscono . 

xiti. Prisma è la figura solida compresa da pia- 
ni , de’ quali due , che sono opposti, e paralleli, sono 
rettilinei uguali, simili, c similmente posti , ed i rima- 
nenti sono parallelogrammi . 

xiv. Sfera è la figura solida descritta da un se- 
micerchio , il qual si giri dintorno al suo diametro fis- 
so , finché ritorni al luogo dal quale cominciò a muoversi. 

xv. Asse della sfera è la linea retta , clic sta fer- 

(*) Cioè que’lati che resterebbero distesi 1’ uno sull’ al- 
tro , o pure che risulterebbero paralleli , se le due figure 
solide si concepissero adattate in modo, che abbiano un an- 
golo solido di comune. 


gli angoli delle incitazioni 
viti. Pioppi 


clmazioni . 

i amlleli fono renili ytche Wk 
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ma , cd intorno alla quale il mezzo cerchio si gira . 

xvi. Centro della sfera è quel medesimo che del 
mezzo cerchio . 

xvn. Diametro della sfera è ogni linea retta, 
che passa per lo centro , e dall' una e l’altra parte è 
terminata dalla superficie sferica . 

xvin. Cono è la figura solida descritta da nn .V. 
triangolo rettangolo , il qual si giri dintorno ad un 
lato immobile , di quelli che comprendono 1 ' angolo 
retto , finché ritorni nel luogo medesimo donde co- 
minciò a muoversi. 

E se il lato che sta fermo sia aguale all'altro lato che 
si gira intorno all’ angolo retto, il cono Sara rettangolo ; 
ma se è minore, ottusangolo ; e se maggiore, acutangolo. 

xix. Asse del cono è il lato immobile intorno al 
quale si gira il triangolo . 

xx. Base del cono è poi il cerchio , che si de- 
scrive dall’ altro lato , che si gira . 

xxi. Cilindro è la figura solida descritta da un V. N. 
parallelogrammo rettangolo , il qual si giri dintorno 

ad un lato immobile , finché ritorni dove aveva comin- 
ciato a muoversi . 

xxn. Asse del cilindro è il lato immobile dintor- 
no al quale si gira il parallelogrammo . 

xx 1 1 1 .. E si chiama base del cilindro ciascuno 
de' due cerchi descritti da que'lati opposti del paralle- 
logrammo , che sono ad angolo con l' asse . 

xxiv. I Coni simili , cd i Cilindri simili sono quelli, 
gli assi de' quali sono proporzionali a’ diametri delle basi. 

xxv. Cubo è la figura solida contenuta da sei 
quadrati uguali . 

xxvi. Tetraedro è la figura solida compresa da 
quattro triangoli equilateri uguali . 

xxvk. Ottaedro è Li figura solida contenuta da 
otto triangoli equilateri uguali . 
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TXViii. Dodecaedro è la figura solidi contenuta 
da dodici pentagoni uguali , equilateri , ed equiangoli. 

xxix. Jtocaedro è la figura solida compresa da 
venti triangoli equilateri uguali . 

PROPOSIZIONE I. 

teoremi. 

F. A’. Di una linea retta non può esserne una qual- 
che parte in un piano , ed un’ altra in sublime . 

'fé- i ■ Se può succedere , della linea retta ABC * ne 
stia la parte qualunque AB nel piano LM , e V altra 
BC in sublime : vi sarà certamente una linea retta per 
dritto alla AB continuata nel piano LM ,esia la BD. 
Or se il piano LM si concepisca rivolgersi dintorno 
alla AD , dovrà esso passare pel punto C ; ed allora 
trovandosi in tal piano i punti B , C , dovrà pure tro- 
varsi in esso la linea retta BC: che perciò le due linee 
rette ABC , ABD avrebbero comune il segmento AB • 

*c. 1 3. Ha qual cosa non può succedere* . 

Quindi di una linea retta non può ce. C.B.D 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

r. A’. Tre punti, die non istieno per dritto, sono in 
un medesimo piano. E due lince rette che s’ inter- 
segano consistono anche in un piano. 

Sieno i tre punti E , C , B , i quali non istieno 
P® r l,r,,l ° : “ lco eh’ essi sieno in un medesimo piano. 

Giungane due di «si E , B pei- la EB , es inten- 
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da per questa passare un piano , il quale si concepisca 
girare intorno alla EB ; dovrà un tal piano necessa- 
riamente passare per lo punto C ; e perciò i tre pun- 
ti E , C , B consistono in un piano . Adunque anche 
le linee rette EC , EB che giungono questi punti con- 
sisteranno nel piano stesso : ma nel piano in cui sono 
le CE, EB vi stanno anche le ED , AE * ; adunque* i. XT. 
le lince rette CD , AB , che % inlcrscgano consistono 
in un piano . 

E perciò tre punti ec. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE III.. 
teorema. 

Se due piani s’ inlersegano , la loro comune se- V. N. 
zionc è una linea retta . 

S' interseghiuo i due piani AK , LM * : dico clic Ifig. 3. 
la loro comune sezione sia una linea retta . 

Imperocché presi i punti B , D in questa comune 
sezione , è chiaro , che se giungasi la linea retta BD , 
questa unendo due punti , che esistono in ciascuno di 
essi piani , debba cadere nel tempo stesso si nell' uno , 
che nell’ altro : che perciò debba essere la loro co- 
mune sezione . 

Laonde la comune sezione ec. — C.B.D. 


Digitized by Google 


Lii.it, a34 fi ii t t i « t t t i 

PROPOSIZIONE IV. 

T E O » E M k. 

Se una linea retta è perpendicolare a due lince 
rette che s’ intersegano , nel punto della loro inter- 
sezione; sarà audio perpendicolare al piano che pas- 
sa per esse . 

‘Jìg. 4 . Sieno AB, CD’ due linee rette, che s’ intersega- 
no in E , e la FE sia perpendicolare ad esse in que- 
sto punto E : dico clic tal linea retta I’E debita esse- 
re anche perpendicolare al piano LM , che passa per 
le AB , CD . 

Prendami le lineo rette EA , EC , EB , ED ugua- 
li tra loro-, per E si tiri comunque la linea ietta G Eli, 
e giungami le AD , BC : poi da qualsivoglia punto F 
nella EF si tirino le FA , FG , FD , FB , FU , FC. 

E poiché le due lince rette AE , ED sono ugua- 
li alle due altre CE , EB , e contengono angoli ugua- 

* 4 . I. li * sarà anche la base AD uguale alla base BC*-, c 

I' angolo DAE uguale all' angolo EBC : nia è pure 1' an- 
golo AEG uguale all’angolo BEH ; adunque idue tri- 
angoli AEG , BEH , avendo due angoli uguali a due 
angoli , l’uno all’altro , ed uguali i lati AE , EB che 
sono adjacenti agli angoli uguali; avranno i rimanenti lati 

’ a 6 . I. uguali a’ rimanenti lati ’ : per lo che sarà GE uguale 
ad EH , ed AG a BII . Or essendo la AE uguale alla 
EB , e la FE comune, e perpendicolare ad esse ; sarà 

* 4 I la Itasi,- FA uguale alla base FB * : c per la stessa ra- 

gione sarà la FD uguale alla FC . Inoltre perché la 
I D è uguale alla FC , e la FA alla FB , saranno le 
due FA , FD uguali alle due FB , FC , 1’ una all’ al- 
tra ; e si è dimostrala la base AD uguale alla base 
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BC ; adunque l'angolo FAI) è uguale all' angolo FBC . 

Quindi i due triangoli FAG , Filli avendo itati FA , 

AG uguali a’ lati FB , BH , l’ uno all' altro , e l' ango- 
lo FAG uguale all’ angolo FBII , come si è dimo- 
strato , avranno la Base FG uguale alla base FH" . E* 4- l- 
perchè si è dimostrata la GE uguale alla Eli , c la EF 
è comune , saranno le due GE, EF uguali alle due 11E, 

EF ; e la base FG è uguale alla base FH ; adunque 
l'angolo FEG sarà tignale all'angolo FEH’: quindi a-’ 8. T, 
memlue gli angoli GEF , HEF sono retti ; che perciò 
la FE sarà perpendicolare alla GEII . Similmente si 
dimostra , che la FE sia perpendicolare ad ogni altra 
linea retta tirata per E nel sottoposto piano : e la li- 
nea retta è perpendicolare al piano quando fa angoli 
retti colle linee rette che la toccano, c sono in quel me- 
desimo piano*; onde la FE è perpendicolare al pia-* ri. 3. Al- 
no LM nel quale giacciono le AB , DC . 

Adunque se una linea retta ec. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Se una linea retta è perpendicolare a tre linee 
rette che si toccano fra loro, nel comune segamento, 
le dette tre linee rette consisteranno nel medesimo 
piano. 

La linea retta AB * sia perpendicolare a tre altre'/fg. 5. 
lince rette BG , BD , BE , nel punto B ov’ esse si toc- 
cano : dico le BC , BD , BE consistere nel medesimo 
piano . 

Poiché , se può succedere , una di queste BC non 
consista con le altre due in un piano ; ma il piano 
ABF , clic passa per essa , c per la BA interseghi il 
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piano LM , in cui giacciono le altre due BD , BE ; 
‘3. XI. lo dovrà intersegarc in una linea retta * , che sia la 
BF . Ed essendo la AB perpendicolare alluna, e 1’ al- 
tra BD , BE , sarà anche perpendicolare ul piano I.M 
* 4. XI. che passa per esse * ; e quindi alla Bl’ , clic giace in 
*rf.3.Xl.qnesto piano * . Adunque è retto 1’ angolo ABF : ma 
si è supposto esser anche retto l’angolo ABC; quindi 
1’ angolo ABF è uguale all’ angolo ABC , c sono nel mede- 
simo piano , la qual co3a è impossibile . E perciò le Ire 
linee rette BC , BD , BE dovranno consistere in un piano. 

Laonde se ima linea retta cr. — C.S.D. 

PROPOSIZIONE VI. 

I E O I E I 1. 

Se due lince rclte sieno perpendicolari ad un 
Enedcsiiuo piano saranno parallele tra loro . 

’/ìg- 6. Sieno AB, CD* due linee rette perpendicolari al me- 
desimo piano LM : dico esser tra loro parallele. 

Inqieroechè incontrino il piano LM ne’ punti B , 
D , che giungansi con la BD , alla quale si tiri dal 
punto D , c nel piano LM , la perpendicolare DE ,• e 
poste uguali le BA , DE , giungansi le BE , AD , AE. 

Ed essendo la AB perpendicolare al sottoposto pia- 
no , farà angoli retti con tutte le linee rette che 
*</.3.XI.)a toccano , e sono in tal piano* ; ma l’una, e l’altra 
BD , BE tocca la AB , essendo nel piano sottoposto ; 
adunque nmondue gli angoli ABD , ABE sono retti : 
j>er la medesima ragione sono ancora retti nmendue gli 
angoli CDB , CDE . E perchè la AB è ugnale alla DE , 
e la BD è comune , saranno le due AB , I1D uguali 
a Ile due ED , DB , e contengono angoli retti ; adunque 


Digitized by Google 


di ecclide ady Li», il. 

la base AD è uguale alla base BE . Or la AB è ugua- 
le alla DE, c la AD alla BE ; quindi le due AB, BE 
sono uguali alle due ED , DA , e la base AE è comu- 
ne ; perciò 1’ angolo ABE è uguale all’ angolo EDA : 
ma ABE è retto , adunque è retto EDA, e però la ED 
è perpendicolare alla DA. È poi essa ED eziandio per- 
pendicolare all' una , e l’ altra delle BD , DC ; onde 
la ED è perpendicolare alle tre lince rette DB , DA , 

DC, nel contatto loro , e per tal ragione queste tre linee 
rette DB , DA , DC consisteranno in un piano *. Ma* 5. XI. 
nel piano delle BD , DA c pure la BA ; poiché esisten- 
do i tre punti B , D, A in un piano * , le tre linee* 2 . XI. 
rette BD , DA, AB che gli cougiungono debbono tro- 
varsi nel piano stesso che passa per quelli . Adunque 
nelle linee rette BA', DC esistenti nel piano stesso, 
cadendo la BD , e formando gli angoli interiori ABD , 

BDC retti , esse BA , DC saranno parallele * . * 28 . I. 

Laonde se due lince rette , cc. — C. B. D. 

A. B. » La Proposizione VII. si è tralasciata . f A. 

PROPOSIZIONE Vili. 

T E o R E M A. 

Se due linee rette sieno parallele , c 1’ tuia di 
loro sia perpendicolare ad un piano , anche l' altra 
sarà perpendicolare al medesimo piano . 

Le due linee rette AB, CD * sieno parallele , tA' fig. G. 
AB sia pcrpeudicolare al sottoposto piano LM : dico 
anche CD esser perpendicolare allo stesso piano. 

Giungansi i punti B, D ove le AB, CD 'in- 
contrano il piano LM , tal congiungentc BD Cadrà 
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nel piano delle parallele AB , CI) ; e jierciò saranno le 
AB , CD , BD in uno stesso piauu : indi dal punto D 
si tiri nel piano LM la DE perpendicolare alla DB , 
pongasi la DE uguale alla AB , e si giungano le BE , 
AE , AD . E poiché la AB é perpendicolare al piano 
LM , dovrà esser perpendicolare si alla BD , che alla 

‘(/.3.XI.BE, clic sono in questo piano, c la toccano in B ' 
perciò ciascuno degli angoli ABD , ABE è retto . Or 
essendo AB uguale a DE , c BD comune , saranno le 
due AB , BD uguali alle due ED, DB , 1' una all' altra : 
è pure T angolo ABD uguale all’ angolo EDB , per- 
chè ciascuno di essi è retto ; quindi la base AD è ugua- 
le alla base 1)E . Similmente essendo la AB uguale alla 
DE , e la BE aUa AD ; saranno le due AB , BE ugna- 
li alle due ED , DA : è poi la base AE comune ^ a- 
dunque Sarà l'angolo ABE uguale all'altro EDA : ed 
è retto ABE ; perciò anche EDA sarà retto ; e la ED 
è perpendicolare alla DA . Ed è la ED anche perpen- 
dicolare alla DB ; dovrà però la ED esser perpendi- 

* 4- Xl.colare al piano che passa per le BD , DA * ; e quin- 

di a tutte le linee rette, clic essendo nel medesimo pia- 
no la toccano ; ma la DC si trova in questo piano , 
mentre tutte tre le BD , DA , DC sono nel piano nel 
quale esistono le parallele AB , CD ; onde la ED è per- 
pendicolare alla DC , e 1’ angolo CDE è retto. Ed è 
anche retto l'altro CDB ; adunque la CD essendo pcr- 
]>endicolare alle due linee rette DB , DE nel punto D 
ove s’ intersegano, sarà eziandio perpendicolare al piano 

* 4 . XI. LM che passa per esse * . 

E perciò se una linea retta ec. — - C.B.D. 
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PROPOSIZIONE IX. 

T E O 1 E M A. 

Le linee rette parallele ad una medesima linea 
retta , che non sono nello stesso piano con questa , 
sono altresì parallele tra loro . 

SU ciascuna delle lince rette AB , CD * parallela 'J>g- 7- 
ad EF, e non isticno esse tre lince rette nel piano stes- 
so : dico che AB sia parallela a CD. 

Imperocché si prenda nella EF qualsivoglia pun- 
to G , dal quale si tirino alla EF le due perpen- 
dicolari GH , GK , la prima nel piano 'delle paralle- 
le EF , AB , 1 ’ altra in quello delle parallele EF , CD. 

E poiché la EF è perpendicolare alle due GH , GK , 
sarà anche perpendicolare al piano in cui queste con- 
sistono * ; e la FE è parallela alla AB ; adunque an-* 4. XI. 
che la AB è perpendicolare al piano clic passa per HGK * : * 8 . XI. 
e per la medesima ragione la CD è perpendicolare al 
piano stesso ; onde ambedue le AB , CD saranno pcr- 
pemlirolari al piano che pas a Jier HGK . Ma se due 
liner rette sono perpendicolari ad un medesimo piano, 
sono parallele fra loro* ; adunque la AB sarà [>aralli>’ 6 . XI. 
la alla CD — C.B.D. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA 

Se due linee rette clic si toccano sono paralle- 
le a due altre lince rette che pur si toccano , ma non 
nel medesimo piano, conterranno angoli uguali . 
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* fig. 8. Sicno due linee rette che li toccano AB , AC * pa- 

rallele a due altre , che pur si toccano DE , DF , ma 
non nel medesimo piano : dico esser l’ angolo BAC 
ugnale all' altro EDF . 

Pigliasi le BA , AC , ED , DF fra loro uguali , e 
si giungano le AD , BE , CF , BC , EF . Or essendo 
la BA uguale, e parallela alla ED , sarà ancora la AD 
uguale, e parallela alla BE. Per la stessa ragione la CF 
è uguale, e parallela alla AD ; quindi amenduc le BE, 
CF sono uguali, e parallele alla AD: or quelle linee rct. 
te che sono parallele ad una medesima linea retta , e 
non sono nel medesimo piano con essa , sono fra loro 

*9. XI. parallele * j onde la BE è parallela alla CF : c gli è 
pure uguale ; quindi anche uguali, .e parallele saranno 
le BC, EF, che giungono gli estremi corrispondenti di 
quelle . Perciò i due triangoli BAC, EDF avendo i lati 
AB , AC uguali a’ lati ED , DF , l’uno all’altro , e la 
base BC uguale alla base EF ; sarà l’angolo BAC ugua- 

* 8. I. le all' angolo EDF * . 

Adunque se due linee rette ec. — C. B. D. 

PROPOSIZIONE XI. 

FROBLEMA. 

Da un punto dato in sublime tirare la perpen- 
dicolare al piano sottoposto . 

Jìg- 9* Sia dato il punto A * in sublime , e sia dato il sot- 
toposto piano LM : fa uopo tirare dal punto A la 
perpendicolare al sottoposto piano LM . 

Si tiri nel sottoposto piano LM la linea retta CB 
in qualunque modo , alla quale tirisi dal dato punto A 

* il. Ma perpendicolare AD * ; se questa sarà anche perpen- 
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dicolare al sottoposto piano LISI, si sarà iatlo ciò clic 
si proponeva : ma se non lo è, dal punto D si tiri alla 
BC, nel piano LM, la perpendicolare DF*, ed a questa* 11 . I. 
si Uri dal punto A la perpendicolare AF ; sarà tal li- 
nea retta la perpendicolare al piano LM - 

Tirisi per F la FE parallela alla BC * . E perchè'3i. I. 
la BC è perpendicolare ad amendue le DA , DF , sarà 
altresì perpendicolare al piano che passa per le AD , 

DF : ed è la FE parallela ad essa ; e se son due linee 
rette parallele , 1’ una delle quali sia perpendicolare a 
qualche piano , 1’ altra sarà ancora al medesimo piano 
perpendicolare ; laonde anche la FE è 'perpendico- 
lare al piano che passa per le FD , DA ; e però è 
perpendicolare a tutte le linee rette , che essendo nel 
medesimo piano la toccano * . Ma AF la tocca, ed è'd.3.Xr. 
nel medesimo piano che passa per le FD , DA ; adun- 
que la FE è perpendicolare alla FA , o sia la FA alla 
FE : ed è la FA perpendicolare alla DF ; che perciò 
la AF c perpendicolare ad amendue le FE , FD . Or 
se una linea retta c perpendicolare a due linee rette 
che si seghino fra loro , nella comune sezione , sarà 
ancora perpendicolare al piano che passa per le dette 
linee 't onde la FA è perpendicolare al piano che pas-‘ 4 . X. 
sa per le FD , FE : ma il piano per le FD , FE è il 
piano sottoposto ; adunque la AF è perpendicolare al 
, sottoposto piano. 

Quindi da un punto dato in sublime si è tirata la 
perpendicolare al sottoposto piano. — C . B. F. 
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PROPOSIZIONE XII. 

SlOELEHi. 

Costituire una linea retta perpendicolare ad un 
piano da un punto dato in esso. 

"Jig. io. Sia A il punto dato nel piano LM*: fa uopo da 

questo punto A costituire una linea retta perpendicola- 
re al piano LM. 

Intendasi un altro punto sublime B , dal quale si 

* 11 . XI. tiri al piano sottoposto LM la perpendicolare BC * ,e 

* 3i. I.ad essa si tiri per A la parallela AD * . E perchè sono 

parallele le due linee rette AD ,CB , e l'una di esse BC 
è perpendicolare al sottoposto piano LM, ancor 1’ altra 

* 8. XI. AD sarà a tal piano perpendicolare * . 

E però si è costituita una linea retta perpendico- 
lare ad un piano da un punto dato in esso et.— C.B.F. 

PROPOSIZIONE XIII. 

T X O R E X A. 

In uno stesso punto non si costituiranno ad un 
piano , dalla medesima parte , due peqiendicolari . 

m Jig. li. S’ egli è possibile dal punto A * , cb’è nel pia- 
no LM , costituiscami due linee rette AB , AC perpen- 
dicolari ad esso, dalla medesima parte .Si tiri per esse 
il piano , la cui comune sezione col piano LM sia la 

*3. Xl.linea retta DE* . Adunque le due linee rette AB, AC 
sono in un piano ; e perché l una di esse AC è perpen- 
dicolare al sottoposto piano , sarà anche perpendicolare 
a tutte le lince rette, che essendo nel medesimo piano 
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la toccano* : ma DAE la tocca , ed è nel so(toposto‘d. 3 .XI. 
piano ; onde l’ angolo CAE è retto . Per la medesima 
ragione è retto V angolo BAE 5 «dunque 1 ’ angolo CAE 
è uguale all' altro BAE , e sono in un piano ; che non 
è possibile . 

Laonde in uno stesso punto non si costituiranno te. 

— C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA* 

Quc’ piani a’ quali c perpendicolare una stessa li- 
nea retta , sono paralleli . 

Sia la linea retta AB* perpendicolare si al piano’J/fg.ia, 
EF , che all’ altro CD : dico che questi piani siano 
paralleli. 

Se non è cosi, prolungati converranno*; si prolun-*</.8.XI. 
ghino, e convengano nella linea retta HG * , c preso* 3. XI. 
in questa qualsivoglia punto K , giungami le AK , BK . 

Perchè dunque la AB è perpcudicolarc al piano CD , 
sarà perpendicolare alla linea retta BK , la quale esiste 
nel piano CD prolungato * ; onde l’angolo ABK è ret-‘ 1. XI. 
to ; e per la medesima ragione è retto 1 ’ angolo BAR : 
perciò due angoli del triangolo ABK sono uguali a due 
retti ; che non è possibile* . Laonde i piani CD, EF* 17. I. 
prolungali non converranno 5 e però è necessario che 
sieno paralleli . 

Adunque quc’ piani a* quali cc. — C.B.D- 


* 
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eti zlemzeti 


PROPOSIZIONE XV. * 

TEOREMA. 

V. ff. Se due linee rette , che si toccano , sieno pa- 
rallele a due altre linee rette , ciré ancor esse si 
toccano , ma non nel medesimo piano ; eziandio ■ 
piani clic [lassano per le dette lince rette , saranno 
paralleli . 

'/!g. l'i. Due lince rette AB, BC * , die si toccano, sieno 
parallele a due altre che ancor si toccano DE , EF , e 
non nel medesimo piano : dico i piani che passano per 
le AB , BC, ed ED , EF , se prolunghimi , non con- 
venire tra loro . 

Si tiri dal punto B al piano che passa per le DE, 
EF la perpendicolare BG , che tocchi il piano nel pun- 
to G ; e per G si tiri la GH parallela alla ED , e la 
GK parallela alla EF . E perché la BG è per[iendico- 
lare al piano che passa per le DE , EF , sarà ancora 
perpendicolare a tutte le linee rette che la toccano , e 

'd.J.XI.'ono nel medesimo piano*: c la toccano amendue le 
G1I , GÈ , che sono nel medesimo piano \ adunque é 
retto l’uno e l’altro angolo BGH , BGK . Or essendo 

* q, XI. la BA parallela alla GII’ , gli angoli GBA , BGH sono 

* aq. I. uguali a due retti* : e BGH è itilo ; adunque anche 

GBA sarà retto ; onde la GB è perpendicolare alla BA : 
e per la medesima ragione la GB è jierpcnd ioolarc alla 
BC. Essendo dunque la BG perpendicolare alle due linee 
rette BA , BC , che si segano fra loro , sarà la BG per- 
pendicolare ancora al piano clic passa per le AB , BC : 
ma è la BG anche perpendicolare al piano per le DE , 
EF ; adunque la BG è perpendicolare ad amendue i pia- 
[ ni che passano per le AB, BC ; DE , EF . Or quepa- 
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ni a’ quali è perpendicolare una slessa linea retta , sono 
paralleli" ; è dunque il piano per le AB, BC paral-“i4-XI. 
telo al piano per le DE , EF . 

Laonde se due linee rette, elle si toccano, ee. — C.li.D. 

PROPOSIZIONE XVI. 

T E O * E X A. 

Se due piani paralleli sono segati da qualche pia- 
no ; le comuni sezioni loro saranno parallele . 

Due piani paralleli AB , CD * sieno segati da qtlal-1/f g. 1 4- 
che piano EFHG : dico che le loro comuni sezioni 
EF , Gli sieno parallele . 

Imperocché se le EF , GII non sono parallele , 
prolungate da una delle due parti converranno . Si pro- 
lunghino dalle parti F , H , e convengano in K . E > 

poiché la linea retta GHK è nel piano AB ; tutti i 
punti che si pigliano nella GHK saranno nel medesimo 
piano : ma il punto K è uno di quelli ; adunque un 
tal punto K é nel piano AB. E per la stessa ragione 
il punto K dovrà anche trovarsi nel piano CD . Laon- 
de i piani AB , CD , se si prolunghino , converranno. 

Ma non possono convenire , poiché paralleli . Adun- 
que nè tampoco potranno incontrarsi le linee rette EF , 

GII dalle parti F , H . Cosi pure si dimostra che non 
possono incontrarsi dalle altre parti E , G : perciò le 
due linee rette EF , GII , eh’ esistono nello stesso pia- 
no EFHG , e che non possono iucontrarsi nè dall' una 
nè dall' altra parte , se si prolunghino, saranno parallele . 

Adunque se due piani paralleli ec. — C.B.D- 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

Se due linee rette sicno segate da piani paral- 
leli , saranno da questi proporzionalmente divise . 

'J!g. i5: Due linee rette AB, CD’ situo segate da' piani 

paralleli GH , KL , MN nc'punti B,E,A;D,F,C: 
dico che come la linea retta AE all' altra EB , così stia 
la CF alla FD . 

Imperocché giungami le AC, BD, CB; e questa 
CB incontri il piano KL nel punto X, dal quale si ti- 
rino a" punti E , F le EX , XF . • 

E poiché i piani paralleli MN , KL sono segati 
dal piano BAC , le comuni sezioni loro AC , EX 

’iC.XI. saranno parallele’ : per la stessa ragione, perchè due 
piani paralleli GH , KL sono segali dal piano BCD , 
le comutii sezioni loro BD , FX sono parallele . Or 
essendosi ad un lato del triangolo ABC, cioè ad AC, tirata 
la parallela EX ; dovrà stare BE ad EA , come BX 

* a. VI. ad XC ’ . Similmente perchè ad un lato del triangolo 

BCD , cioè a BD , si è tirata la parallela FX , sarà 
come la DF alla FC , così la BX alla XC : e si è di- 
mostrata la BX alla XC , come la BE alla EA . Adua- 

* i i.V.que starà la BE alla EA , come la DF alla FC * . 

Che perciò se due lince rette cc. — C.li.V. 

PROPOSIZIONE XVUI. 
teorema. 

Se una linea retta sia perpendicolare a qualche 
piano, tutti i piani clic passano j>er essa saranno an- 
che perpendicolari a quello stesso piano . 
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La linea retta AB* xia perpendicolare al sottopo-'^g i6. 
ito piano LE : dico che tutt' i piani che passano per 
la AB siano perpendicolari al piano LE . 

Imperocché si faccia passare per la AB il piano 
CH , e sia CE la comnne sezione di questo piano col 
sottoposto LE * ; indi prendasi nella CE qualunque* 3. II. 
punto F , dal quale si tiri nel piano CH la FG per- 
pendicolare alla CE . Ed essendo la BA perpendicola- 
re al piano LE , sarà perpendicolare a tulle le linee 
rette che sono nel medesimo piano, e la toccano*; e"d.3.XI- 
perciò é altresì perpendicolare alla CE ; onde 1’ ango- 
lo BAF è retto : ma è anche retto 1’ altro GFA ; quin- 
di la AB è parallela alla FG - Per lo che essendo la 
AB perpendicolare al sottoposto piano LE , sarà anche 
la FG perpendicolare a tal piano * . Ma un pia-* 8. XI. 
no è perpendicolare ad un altro , allorché ciascuna li- 
nea retta , che si tira nell' un di essi piani perpendi- 
colare alla loro] comune sezione , é anche perpendico- 
lare all’ altro piano*: ed essendosi tirata da F nel*<i. 4 . XI* 
piano CH la FG perpendicolare alla comune sezione 
CE , si è dimostrato che questa è anche perpendicola- 
re al piano LE ; adunque il piano CH è perpendico- 
lare al sottoposto piano LE . Similmente si dimostre- 
ranno tutti i piani che passano per la AB essere per- 
pendicolari al detto piano . 

Laonde se una linea retta *c. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XIX. 

I I O I I S i. 

Se due piani che *’ intersecano siano jierpendi- 
colari a qualche piano ; eziandio la loro comune se- 
gone sarà perpendicolare al medesimo piano . 
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’J>g- i "■ Sieno AB , CB * due piani che s’ intersegano , eia- 
som de’ quali è perpendicolare al piano AC , « sia BD 
la loro comune sezione: dico questa BD essere perpen- 
dicolare al sottoposto piauo AC . 

Poiché se uon lo è , non potrà nè pure esser per- 
pendicolare alle linee rette DA , DC , che sono nei 
rf lX,'P i,n0 CA , e la toccano in D*; e perciò si potran- 
’’ no da tal punto tirare due linee rette, una DE nel 
piano BA , la quale sia perpendicolare ad AD , e l’Al- 
tra DF nel piano BC , che sia perpendicolare a DC . 
Or perchè il piano AB è perpendicolare all’ altro AC , 
ed in esso si è tirata la DE perpendicolare alla AD 
comune sezione di questi piani , sarà la DE perpendi- 
*d. 4 .XI.colare al sottoposto piano AC * : e similmente si dimo- 
stra , che la DF è perpendicolare allo stesso piano AC . 
Quindi dal medesimo punto D si sarebbero costituite 
due linee rette perpendicolari al sottoposto piano AC , 

* 1 3 XI. dalla medesima parte, il che non può essere * . Laon- 
de non si potrà costituire dal putito D al piano AC al- 
tra perpendicolare , oltre la DB , che la comune se- 
zione de’ piani AB , BC. 

E perciò se due piani cc. — C.B.D. 


P R O P O S I Z I O N E. XX. 


T * O K E M a . 

F. K. Se un angolo solido sia coutenuto da tre angoli 
piani , due di essi , comunque presi , sono maggio- 
ri del rimanente . 

’Jtg 18. L’ àngolo solido A* sia contenuto da’ Ire angoli pia- 
tti BAC , CAD , DAB : dico che due di questi angoli, 
comunque presi , sieno maggiori del rimanente . 
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Imperocché le i tre angoli BAC , CAD , DAB sono 
fra loro uguali , è manifesto che due di essi , comun- 
que presi , sieuo maggiori del rimanente . Ma se non 
è cosi , un di essi BAC sarà non minore di ciascuno 
de’ rimanenti , ma però maggiore di uno di questi , 
come di DAB ; perciò si costituisca alla linea retta AB, 
al punto A in essa , e nel piano dell' angolo BAC , l'an- 
golo BAE ugnale all’altro BAD * , poi pongasi la AE* »3. I. 
uguale alla AD , e tirata per E U BEC , che incontri 
le AB , AC ne' punti B , C , giungami le BD , DC . 

E perchè la DA è uguale alla AE , e la AB è comu- 
ne ; perciò sono le due DA , AB uguali alle due EA, 

AB : è pure 1’ angolo DAB uguale all’ angolo EAB ; a- 
dunque la base BD è uguale alla base BE * . Ed es-* 4- 
sendo le due BD , DC maggiori della BC , e DB u- 
guale a BE ; dovrà la rimanente DC esser maggiore 
della rimauenle CE . Or poiché la DA è uguale alla 
AE , la AC è comune , e la base DC è maggiore della 
base EC ; sarà 1’ angolo DAC maggiore dell’ altro EAC*:* a5. 1. 
ma per costruitone 1’ angolo DAB é uguale all’ altro BAE; 
quindi gli angoli DAB , DAC , insieme presi , sono 
maggiori dell’ angolo BAC : è poi l' angolo BAC non 
minore di ciascuno degli altri DAB , DAC ; perciò un 
di questi insieme con BAC dovrà esser maggiora dal 
rimanente . 

Per la qual cosa se un angolo solido tc . — C.B.D. 
PROPOSIZIONE XXI 
T I o a I M A. 

Ogni angolo solido è contenuto da angoli pia- 
ni minori di quattro retti . 
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Jig, ig. Sia l' angolo solido in A * contenuto dagli angoli 
piani B AC , CAD , DAB : dico esser questi minori 
di quattro retti . 

Si concepisca un piano incontrare quegli altri pia- 
ni ne' quali esistono gli angoli piani BAC , CAD , DAB 
e sieno BC , CD , DB le comuni sezioni di quel pia- 

* 3.XI.no con questi * . Perchè dunque 1’ angolo solido in B 

è contenuto da tre angoli piani ABD , ABC , CBD ; 
dovranno due qualunque di questi ABD , ABC esser 

*jo. XI. maggiori del rimanente CBD * : cosi anche si dimostra 
essere i due angoli ACD , ACB maggiori dell’ ango- 
lo DCB ; e che i due ADB , ADC sono maggiori del- 
1' angolo BDC ; adunque i sei angoli ABD , ABC , ACB , 
ACD , ADC , ADB , insieme presi , sono maggiori de' tre 
angoli CBD , BCD , CDB del triangolo BDC , cioè di 

* 3i. I.due retti*. Or que’ sei angoli, insieme co' tre altri che 

comprendono l’angolo solido in A, compongono gli angoli 

* 3j.I.dc’tre triangoli BAD, DAC, CAB, e fan perciò sei retti*: 

e sono que’ sei angoli maggiori di due retti , come si è 
dimostrato ; adunque quelli che comprendono l’angolo 
solido in A’ dovranno esser minori di quattro retti . Si- 
milmente si dimostrerebbe , che sieno minori di quat- 
tro retti gli angoli piani , che comprendono un ango- 
lo solido , se essi sieno quattro , o più . 

Adunque in generale lutti gli angoli piani ec, 
— C.b.D. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA*. 

V, N. Se vi sieno tre angoli piani , due dcquali sieno 
maggiori del terzo , comunque presi , ed essi sieno 
contenuti da lince rette uguali ; si potrà costituire 
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un triangolo dalle tre congi ungenti quelle linee ret- 
te uguali . 

Sieno i tre angoli piani ABC , DEF , GHK * 'fig- »o. 
due de' quali sono maggiori del rimanente , comunque 
presi , cioè gli angoli ABC , DEF sieno maggiori del 
rimanente angolo GHK ; gli angoli DEF , GHK 
maggiori dell'angolo ABC, e gli angoli GHK, ABC 
maggiori dell’ angolo DEF ; sieno di più uguali le 
lince rette AB , BC , DE , EF , GH , HK , e giun- 
gami le AC , DF , GK : dico che si possa costituire 
un triangolo da tre linee rette uguali ad esse AC , DF , 

GK ; cioè che due di queste sieno maggiori della rima- 
nente , comunque si prendano . 

Imperocché se gli angoli ABC , DEF , GHK sie- 
no fra loro uguali , saranno anche uguali le AC , DF , 

GK*, e perciò da linee rette uguali ad esse si potrà co-’ 4- I. 
stituire un triangolo : ma se al contrario quegli angoli 
sieno disuguali , sia 1’ angolo ABC non minore si del- 
1* angolo DEF , che di GHK ; che perciò la linea retta 
AC non sara minore sì di DF , che di GK * ; ed è* >4’ E 
quindi manifesto , eh' essa ÀC insieme con una delle DF , 

GK sia maggiore dell' altra di queste . Dico inoltre , 
che le DF , GK sieuo maggiori della AC . Si costitui- 
sca alla linea retta AB , nel punto B in essa , T ango- 
lo ABL uguale all' angolo GHK * , e pongasi la BL u-* a3. T. 
guale alla AB , e quindi alla BC , o DE , o EF , o JIG, 
o 1IK . Finalmente giungansi le AL , LC . E perchè 
le due AB, BL sono uguali alle due GH , HK ,1'una 
all' altra , e comprendono angoli uguali , sarà la ba- 
se AL uguale alla base GK *. Or gli angoli in E, ed* 4- I. 
iu H sono maggiori dell' angolo ABC , e di essi l’an- 
golo GHK è uguale all' angolo ABL ; perciò il rima- 
nente angolo in E sarà maggiore dell' angolo LBC • 
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Laonde essendo le due LD , BC ugnali alle due DE , EF , 
1’ una all’ altra , e 1’ angolo DEF maggior» dell' angolo 

* »4- LLBC , sarà la base DF maggiore della base LC * : ma 

la GK si è dimostrata uguale alla AL ; adunque le 
DF , GK sono maggiori delle AL , LC : sono poi le 

* io. J.AL, LC maggiori della AC * ; quindi molto più le 

DF , GK saranno maggiori della AC . Che perciò delle 
linee rette AC , DF , GK due sono maggiori della ri- 
manente , comunque prese ; e quindi si potrà costi- 
tuire un triangolo da tre linee rette uguali ad esse AC , 

* a». I DF , GK ’ . — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

PROBLEMA. 

Da tre angoli piani dati , due de* quali sono 
maggiori del rimanente , comunque presi , costituire 
l’ angolo solido , là però d’ uopo eh’ essi tre angoli 
sicno minori di quattro retti . 

'fig.n. Sieno i tre angoli piani dati ABC , DEF , GHK", 
due de’ quali sieno maggiori del terzo, comunque pre- 
si , ed essi tre angoli sieno minori di quattro retti : fa 
uopo costituire l’angolo solido con tre angoli uguali 
ad essi ABC , DEF , GHK . 

Si taglino uguali le AB , BC , DE , EF , GH , HK ; 
e giungami le AC , DF , GK : si potrà costituire un 
•aa. XI. triangolo con tre linee rette uguali ad esse AC , DF, GK*. 

* aa. I.Si costituisca *, e sia LMN, in modo che AC sia ugua- 

le ad LM , DF ad MN , e GK ad LN ; poi a tal 

* 5.1 V. triangolo si circoscriva il cerchio LMN*, il cui cen- 

tro sia X , che cadrà , o dentro il triangolo LMN , 
o in un suo lato , o pur fuori del triangolo . 
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In primo luogo cada dentro, e giungami le LX*,y it»- 1 
MX , NX : dico clie la AB sia maggiore della LX . 
Imperocché se non è cosi, la AB sarà uguale alla LX, 
o pur minore della LX. Sia primieramente uguale. Ed 
essendo la AB uguale alla LX , e la AB uguale al- 
la BC, la LX alla XM ; le due AB, BC saranno u- 
guali alle due LX , XM , luna all' altra , è pure la ba- 
se AC uguale alla base LM ; quindi 1' angolo ABC t 
uguale all" angolo LXM * . Per la stessa ragione 1' an-* 8. I. 
gnlo DEF è uguale all' angolo MXN , c l’angolo GHK 
all' angolo NXL ; quindi i tre angoli ABC, DEF , GHK 
sono uguali a' tre LXM , MXN , NXL : ma i trean-^ 
goli LXM, MXN, NXL sono uguali a quattro retti* ; 
laonde anche gli altri ABC , DEF , GHK saranno u- 
guali a quattro retti. Si sono supposti minori di quat- 
tro retti-, il che è assurdo: perciò AB non è uguale ad 
LX . Sia minore ; e sopra la linea reità LM , verso 
quella parte di essa ov’é il centro X si costituisca il 
triangolo LOM , i cui lati LO , OM siano uguali olle 
AB, BC*. E poiché la base LM è uguale alla lwsc AC/ jj. I. 
sarà T angolo LOM uguale all’ nugolo ABC* : ma la* ($. I. 
linea retta AB, o V altra LO si suppone minore della 
L\ $ quindi le LO , MO cadranno dentro del trian- 
golo LXM : mentre se coincidessero con le LX, XM , 
o pur cadessero fuori , sarebbero uguali , o maggiori 
delle LX , XM . Adunque l'angolo LOM, o sia ABC 
è maggiore dell* angolo LXM. Similmente si dimostre- 
rà 1' angolo DEF maggiore dell’ angolo MXN, cl’ an- 
golo GHK. maggiore dell' angolo NXL \ quindi i tre 
angoli ABC , DEF, GHK sono maggiori de'treLXM, 

MAX , NXL , cioè di quattro retti * : ma gli angoli 
ABC, EEF, GHK si è supposto esser minori di quat- 
tro retti ; il che è assurdo . Adunque AB non é mi- 
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nere di LX. Si « gii dimostrato che non gli è ugua- 
le ; quindi AB è maggiore di LX . 

■/u.n. i. Cada ora il centro X' del cerchio in uno de'lati 
del triangolo , come in MN , e giungasi la LX : dico 
di nuovo esser la AB maggiore della LX . Imperoc- 
ché se non è cosi , la AB o è uguale alla LX , o pur 
minore . Sia in primo luogo uguale ; perciò le due AB , 
BC, ossia DE, EF sono uguali alle due MX, XL, osiu 
ad MN : ma la MN si suppone uguale alla DF ; quin- 
di le DE , EF sono uguali alla DF ; il che è irnpos- 

* ao I. sitile * . Adunque la AB non è uguale alla LX . Simil- 

mente si dimostra , che non è minore della LX ; poi- 
ché ne seguirebbe molto piu un assurdo : quindi la AB 
è maggiore della LX. 

yili.n.3. 11 centro X * del cerchiò sia fuori del triangolo 
LMN , e giungami le LX , MX , NX ; dico che sia 
ancora la AB maggiore ‘della LX . Se non è cosi , o 
gli è uguale , o minore . Sia in primo luogo uguale ; 
si dimostrerà del tutto come nel caso primo , che l'an- 
golo ABC sia uguale all' angolo MXL , e 1’ angolo GHK 
all’ angolo LXN ; che perciò tutto 1’ angolo MXN è u- 
guale a’ due ABC , GHK . Ma essi ABC , GHK insie- 
me , sono maggiori dell' angolo DEF ; laonde anche 
1’ angolo MXN è maggiore dell’ angolo DEF • Or poi- 
ché le due DE , EF sono uguali alle due MX , XN , 
1' una all* altra , e la base DF è pure uguale alla base 

* 8. I.MN , sarà l'angolo MXN uguale all' angolo DEF*: 

se n’ è dimostrato maggiore ; e ciò é un assurdo . Adun- 
que la AB non è uguale alla LX . Dico che né pure 
la AB sia minore della LX . Poiché , s' è possibile , sia 
minore ; si dimostrerà come nel primo caso , l' an- 
golo ABC maggiore dell’ angolo MXL , e 1’ angolo 
GHK maggiore dell' angolo LXN . Si costituisca alla 
linea retta BC , nel punto B iu e<?a , V angolo CBI’ u- 
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gitale all’ angolo GHK ; pongasi fci BP uguale alla HK , 
e si giungano le CP , AP . Ed essendo la CB uguale 
alla GH , le due CB , BP souo uguali alle due GH , 

HK , e comprendono angoli uguali ; quindi la base CP 
è uguale alla base GK , o sia LN . Or ne' triangoli 
isosceli ABC, MXL , poiché l'angolo ABC è maggio- 
re dell’angolo MXL, sarà l’angolo MLX alla base 
dell’ uno maggiore dell’ angolo ACB alla base dell' al- 
tro * . Per la stessa ragione , essendo l'angolo GHK ,*5.e3».l. 
o sia CBP maggiore dell’angolo LXN , anche l’ angolo 
XLX sarà maggiore di BCP . Laonde tutto 1’ angolo 
MLN è maggiore di tutto 1’ angolo ACP . E poiché le 
due ML , LX sono uguali alle due AC , CP., 1' una 
all’ altra , e 1’ angolo MLX è maggiore dell’ angolo ACP , 
sarà anche la base MN maggiore della base AP * . Ma* 3 ^ I. 
la MX è uguale alla DF ; quindi la DF sarà mag- 
giore della Al* : che perciò le due DE , EF sono 11 - 
guali alle due AB , BP , 1’ una all’ altra , e la base DF 
è maggiore della base AP ; perciò sarà 1’ angolo DEF 
maggiore dell’ angolo ABP : e poi 1' angolo ABP ugua- 
le agli angoli ABC , CBP , cioè agli angoli ABC , GHK ; 
quindi I' angolo DEI'' è maggiore degli angoli ABC , 

GHK : ma n’è minore, e ciò c impossibile . Adunque 
la AB non è minore della LX : e si è dimostrato, clic 
non gli sia uguale ; perciò la AB è maggiore della LX. 

Or si tiri dal punto X la XR jierpeudicolare al 
piano del cerchio LMX * . E poiché, iu tutt’ i casi ,*u.Xt. 
la AB si è dimostrata maggiore della LX , si ponga il 
quadrato che si descrive dalla RX uguale all'eccesso del 
quadrato di AB su quello di LX‘, e giungansi le LR , V. A’. 
RM , RX . Fai essendo la RX perpendicolare al piano 
del cerchio LMX, sarà perpendicolare a ciascuna delie 
LX , MX * : per lo che essendo la’ LX uguale alla'd, 3 X1- 
XM, e comune, e ad angoli retti la XR ; sarà la base 
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RL uguale alla liasc RM . Per la stessa ragione la RN 
è uguale a ciascuna delle RN , RM : laonde le tre RL, 
RM , RN sono uguali tra loro ■ E poiché il quadrato 
della XR si pone uguale all' eccesso del quadrato di AB 
sul quadrato di LX ; sarà il quadrato di AB uguale 
a’ quadrati di LX , XR , a’ quali è pure uguale il qua- 
* 47 . I.drato di RL , perchè retto l’angolo LXR *: adunque 
il quadrato di AB sarà uguale al quadrato di RL ; e 
perciò AB è uguale ad RL . Ma ad AB gli è uguale 
ciascuna delle BC , DE , EF , GII , HK ; e ad RL gli 
è uguale ciascuna delle RM , RN ; quindi ciascuna delle 
AB , BC , DE , EF , GII , 1IK è uguale a ciascuna del- 
le RL , RM , RN . Adunque le due RL , RM sono 
uguali alle due AB , BC , e la liase LM è uguale alla 
base AC; perciò sarà l'angolo LRM uguale all’ango- 
lo ABC . Per la stessa ragione 1' angolo MRN è ugua- 
le all’ angolo DEF , e 1’ angolo NRL all’ angolo GHK. 

Quindi da'tre angoli piani LRM, MRN, NRL, che 
sono uguali a’ tre angoli piani dati ABC , DEF , GHK 
si è costituito l’angolo solido in R. C.B.F. 

PROPOSIZIONE A. 

TEOREMA. 

Se a vertici di due angoli piani uguali si adat- 
tino in sublime due lince rette, le quali compreuda- 
no angoli uguali co’ lati degli angoli proposti , I’ uno 
all altro ; gli angoli solidi , clic si verranno in tal 
modo a costituire in que’ punti , saranno uguali . 

“J!g A. Sieno i due angoli piani uguali BAC , EDF * , ed 
a punti A , D si adattino in sublime le linee rette 
AG, DP , le quali comprendano angoli nguaIi,l'uno 
all altro, co’ lati degli angoli proposti , cioè sia l'au- 
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polo G.\B ugnale a PDE , e l'angolo GAC a PDF : 
dico che gli angoli solidi , che si verranno iu tal modo 
a costituire nc' punti A , D siano uguali . 

Si prendano le All, DM uguali, e da' punti li, 

M si tirino le HK. , MN rispettivamente perpendico- 
lari a' piani BAC , EDI' : poi tirinsi da questi punti 
K, IV le perpendicolari KB, KC , NE, NF, alle linee 
lette AB, AC, DE, DF ; e finalmente si giungano le 
IIB , BC , ME , EF . Ed essendo la IIK perpendico- 
lare al piano BAC , anche il piano HBK che passa por 
essa, sarà perpendicolare allo stesso piano BAC*: ma’iS.XI. 
in questo piano BAC si è tirata la AB perpendicolare 
nlla comune sezione BK de' piani BAC, BUK ; perciò 
la AB è perpendicolare al piano HBK *, e quindi alla* d.{ XI. 
BI1 , che giace in questo piauo . Adunque 1’ angolo ABH 
è retto: c similmente si dimostra esser retto l'ango- 
lo DEM . Laonde i due triangoli HAB , MDE aven- 
do uguali gli angoli ABH , DEM , perchè retti ; gli 
altri loro angoli HAB , MDE essendo pure uguali per 
supposizione , ed inoltre pareggiandosi i loro lati AH , 

DM j dovrà essere la AB uguale alla DE*. E similmcn-’ 26 . I. 
le , se giungansi le IIC , MF , si dimostrerà clic la AC 
sia uguale alia DF . Or essendo la AB uguale alla DE , 
e la AC alla DF , saranno le due AB , AC uguali alle 
due DE , DF , T una all' altra : di più queste linee ret- 
te uguali comprendono gli angoli uguali BAC , EDF; 
perciò sarà la BC uguale alla EF , e l'angolo ABC u- 
gnale all angolo DEF * . Ma era 1’ angolo retto ABK* 4- L 
uguale all' angolo retto DEN ; quindi il rimanente an- 
golo CBK sarà uguale al rimanente FEN : e cosi pu- 
re si dimostra, che l’angolo BCK sia uguale all' altro 
EFN . l’cr lo che i due triangoli BCK , EFN avendo 
due angoli uguali a due angoli , 1 ' uno all' altro , ed il 
lato BC uguale all'altro EF ; avranno anche il lato 
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* 36. I.BK uguale al lato EN * : è poi la AB uguale alla DE ; 

perciò le due AB , BK sono ugnali alle altre due DE, 
EN , e comprendono angoli retti ; adunque la AK sarà 
uguale alla DN . Ciò posto il quadrato di All è ugua- 
le a' quadrati di AK , KH , perchè 1’ angolo AKH è 

* 47- I-retto * ; e similmente il quadrato di DM pareggia quelli 

di DN , NM : sono poi uguali non solamente i qua- 
drati di AH , DM ; ma anche gli altri di AK , DN . 
Adunque dovrà il quadrato di 11K pareggiar quello di 
MN , e perciò HK essere uguale ad MN . 

Or se concepiscasi applicato l’ angolo solido in 
A all'altro in D , in modo che l'angolo piano BAC 
combaci col suo uguale EDF , cadranno i punti B, C, 
ne’ punti E , F ; c quindi 1 angolo ABK comhacerà 
con 1’ angolo DEN , perchè l’uno e l’altro è retto; c 
l’angolo ACK con l'angolo DFN , per la stessa ragio- 
ne . Perciò il punto K cadrà in N , e le KH , NM , 
come perpendicolari a’ pioni BAC , EDF che coincido- 
no , dovranno pur cadere 1' una nell' altra ; quindi 
estendo esse uguali , cadrà il punto H nel punto M , 
e la HA comhacerà con la MD . Adunque i due ango- 
li solidi in A, ed in D comliaeeranno aneli' essi, c però 
saranno uguali — C.B.D. 

CoaoLLAaio. 

Da ciò si rileva che : Se gli angoli solidi in A, ed 
in D .fieno contenuti ciascuno da tre angoli piani I un 
[ altro uguali , c similmente posti, cioè, I angolo BAC 
uguale al C angolo EOF, [ angolo BAC uguale alt an- 
golo EDP, e l'angolo GAC alt angola PDF ; c che in 
due loro lati corrispondenti AG, VP riprendano le u- 
guali linee rette All , DM, e da' punti II, M si ab- 
bassino su i piani in cui esistono gli angoli opposti ad 
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essi lati le perpendicolari BK , MB; queste saranno u- 
guali: e congiunte le AK, DN , f angolo BAH pareg- 
gerà f angolo MDN . 

PROPOSIZIONE B. 

T 1 O ■ ( M A. 

Le figure solide contenute dallo stesso numero y, N. 
di piani uguali , simili , e similmente posti , e delle 
quali ciascun angolo solido sia compreso da tre an- 
goli piani, sono uguali, e simili tra loro . 

Situo le figure solide AG , KQ * , contenute dal-Vfg. B. 
lo stesso numero di piani simili , uguali, e similmente 
posti , cioè sia il piano AC uguale, e simile al piano 
KM , U piano AF a KP , BG ad LQ , GD a QN , 

DE ad NO , e finalmente FH a PR ; ed inoltre cia- 
scun loro angolo solido sia compreso da tre angoli 
piani : dico che la figura solida AG sia uguale, e simi- 
le all' altra KQ . 

Poiché a* vertici A , K degli angoli piani uguali 
BAE , LKO si sono adattate in sublime le linee rette 
AD , KN le quali comprendono co' lati degli angoli 
proposti uguali angoli , l'uno all'altro , cioè l'angolo 
EAD all'angolo OKN , e l'altro DAB ad NKL; sari 
1’ angolo solido In A uguale a quello in K * : e simil-* A XI. 
mente si dimostreranno uguali tra loro i rimanenti an- 
goli solidi delle figure proposte . Or se la figura soli- 
da AG si applichi alla figura solida KQ , in modo che 
la linea retta AB combaci con la KL , e che la figu- 
ra piana AC combaci con l'altra KM, che gli è uguale, 
e simile ; le linee rette AD, D€, CB combacc ranno con le 
KN , NM , ML , i punti A , D , C , B cadranno 
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ne’ punti K , K , M , L , e 1' angolo solido in A com- 
Lacera con 1* angolo solido in K . Laonde il piano AF 
couiliaccrà col piano KP , e la Cgnra AF con la figu- 
ra KP, jier esser queste uguali, e simili Ira loro . Quin- 
di le linee rette AE , EF , FB combaceranno con 
le KO, OP, PL ; ed i punti E, F cadranno in O, P. 
Similmente si dimostrerà , clic la figura AH comba- 
ci con ki KR , la linea retta DH con la N II , e clic 
il punto H cada in R . Ed essendo 1’ angolo solido 
in B uguale a quello in L , si potrà dimostrare nel 
modo stesso di poc' anzi , che la figura BG combaci 
con la LQ , la linea retta CG con la MQ , c che il 
punto G cada in Q . Adunque tutti i piani, e tutti i 
lati della figura solida AG coincidono co’piani, e co'lati 
dell’ altra figura solida KQ ; e perciò la figura solida 
AG sarà uguale, e simile all’altra KQ. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

T E O a E M A 

V. ti. Se un solido sia contenuto da piani paralleli , i 
suoi piani opposti saranno pivalltlogrammi uguali, e 
simili . 

'fig. 11 . Il solido BCEG * sia contenuto da’ piani paralleli 
AC , GF ; BG , CE ; BF , AE : dico che i suoi pia- 
ni opposti siano parallelogrammi Uguali, e Simili. 

Poiché i due piani paralleli BG , CE sono segati 
dal piano AC , saranno parallele le loro comuni sezio- 
*l6.XI.ni AB, CD * . Similmente essendo paralleli i due pia- 
ni BF , AE , le intersecazioni loro BC , AD col piano 
AC dovranno esser parallele : e si è dimostrata la AB 
parallela alla CD ; quindi la figura quadrilatera ABCD 
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è parallelogrammo . E similmente si dimostrerà , che 
sia parallelogrammo ciascuna delle altre figure AH , 

HE , EC , DG , CH . Ciò posto, giungami le AH, DF : 
ed essendo la AB parallela alla DC*, e la BH alla CF ; 
saranno le due AB, BH, che si toccano in B, parallele 
alle due DC, CF, che si toccano in C, e non sono nel 
medesimo piano ; laonde conterranno uguali angoli”;* 10 . XI. 
e perciò 1’ angolo AB1I è uguale all' angolo DCF . E 
perchè le due AB , BII sono uguali alle due DC , CF , 
c l'angolo ABII è uguale all'angolo DCF; sarà la base 
AH uguale alla base DF , ed il triangolo ABH uguale 
al triangolo DCF *. Ed essendo il parallelogrammo BG“ 4- L 
doppio del triangolo ABH , ed il parallelogrammo CE 
doppio del triangolo DCF * , sarà il parallelogrammo’ 34- I. 
BG uguale al parallelogrammo CE . Non altrimenti si 
dimostrerà che il parallelogrammo DB sia uguale all' al- 
tro EH , ed il parallelogrammo CU all'altro DG. 

Adunque se un solido ec. — C.S.D. 

PROPOSIZIONE XXV. 

T Z O B E M A. 

Se un solido parallelepipedo sia segato da un pia- 
no parallelo a’ piani opposti ; sarà come la base alla 
base , così il solido al solido . * 

• i ’ ■» ■ A t ' *■ 

N. B. » Euclide chiama specialmente tolido parali, Ic- 
» piprdo ( che talvolta diremo semplicemente parallclrpi- 
n pedo ) quel solido terminato da sei piani , gli oppo- 
11 sti de' quali sono paralleli , e che perciò sodo parai Ir- 
li Ingrommi. 

Il solido parallelepipedo ABDC * sia segato dal pia-’jfg. 23 . 
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no FG parallelo a' piani opposti AR , DH : dico che 

stia la base AF alla base FU , come il solido ABUF \ 

al solido EGDC . 

Si prolunghi* la AH dall' una e 1’ altra parte , 
e si pongano uguali alla EH (punte si vogliano HM , 

MN ; uguali poi alla EA quante altre si vogliano AK , 

KL , e si compiscano i parallelogrammi KY , LO , HQ, . 

MS , ed i solidi KR , LP , HV , MT . Ed essendo a- 
guali tra loro k linee rette LK , KA , AE , saranno 
altresì tra loro uguali i parallelogrammi LO , KY , AF . 

Similmente sono tra loro uguali i parallelogrammi KX , 

KB , AG ; come pure tra loro uguali sono gli altri pa- 
*a4-XI.rallelogranimi LZ , KP , AR , che sono opposti * . Nel 
modo stesso si dimostra , che non solo sieno tra loro 
uguali i parallelogrammi EC , HQ , MS ; ma che lo 
sieno pure tra loro gli altri parallelogrammi HG , HI, 

IN ; e finalmente che ancora i parallelogrammi HD , 

MV , NT sieno tra loro uguali . Adunque tre piani 
del solido LP sono uguali, e simili a tre piani del so- 
lido KR , ed a tre piani del solido AL' , I' uno all'al- 
tro . Ma i rimanenti tre opposti a questi , sono ugua- 
• 14 . XI. li, e simili rispettivamente ad essi *, e quindi tra loro; 
e ciascun angolo di tal figura solida è contenuto da tre 
angoli piani : perciò i tre solidi LP, KR, AU saranno 
* B. XI. tra loro uguali, e simili*. Per la stessa ragione anche i tre 
solidi ED, HV, MT sono uguali, e simili tra loro. Laonde 
quanto é mulliplire la base LF della base AF , tant’è 
multiplice il solido LU del solido AU : e similmente 
quanto è multiplice la base NF della base HF, altrettanto 
il solido NU l' è del solido HU . Or se la base LF 
è uguale alla base NF, il solido LU è uguale al solido 
»B. XI. NU*; se la base LF è maggiore dell' altra NF, il so- 
lido LU sarà maggiore del solido NU ; e se minore , 
minore . Adunque avendo quattro grandezze . cioè le 
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«lue basi AF, FH, ed i due solidi AU , HU ; ed es- 
sendosi presi della base AF , c del solido AU qualun- 
que ugualmente multiplici , cioè la base LF , cd il 
solido LU ; come anche della base FU , e del solido 
ED essendosene presi altri ugualmente multiplici qua- 
lunque , cioè la base FN, ed il solido NU , si è di- 
mostrato che se la base LF è maggiore della base FN , 
anche il solido LU è maggiore dell’altro NU ; se u- 
guale , uguale ; e se minore , minore : perciò come la 
base AF alla base FU , cosi sta il solido AU al so- 
lido HU*. ’d. 5.V. 

Per la qual cosa te un solido ec. — C.JB.D. 

PROPOSIZIONE XXVI. 
problema. 

Ad una data linea retta, in nn punto dato in essa, y . K. 
costituire 1' angolo solido uguale ad un angolo so- 
lido dato , il qual sia contenuto da tre angoli piani. 

Sia data la linea retta AB * , ed in essa il pun-'yfg.a 4 . 
to A , e sia anche dato l’angolo solido in a , contenuto 
da’ tre angoli piani b ac, bad, dac: fa uopo costituire 
alla data retta linea AB, nel punto A dato in essa , un 
angolo solido uguale al dato in a . 

Si prenda in un de’lati ad del dato angolo solido 
in a un punto d, dal quale si tiri la perpendicolare d e 
sul piano sottoposto dell'angolo bac*; poi per lo punto’u.XI. 
dell'incontro e di tal perpendicolare col piano si tiri 
comunque, nel piano medesimo, la linea retta bcc, che 
incontri i lati ab, a e di quell'angolo ne’punti b, c. Ciò 
posto si costituisca al punto dato A nella linea retta AB 
l'angolo BAG uguale al dato bac , si taglino le BA , 


Digitized by Google 


Lra^it. a64 eli iiEuitri 

AC uguali alla b a , ac , 1' una allattai , e giungasi la' 
BC . E porche i due triangoli BAC, bac hanno i lati 
BA , AC uguali ai lati ba , ac , l'uno all'allro , e l'an- 
golo BAC uguale all’ altro bac ; avranno la base BC 
uguale olla base bc , 1’ angolo ABC uguale all' angolo 
’ 4- baie, e l'angolo ACB all'altro acb *. Ciò posto si ta- 
gli dalla BC laBE uguale alla bc-, ed elevata dal pun- 
' i a.XI.to E la ED perpendicolare al piano ABC* , ed ugua- 
le alla cd, si giunga la AD : dico che l'angolo solido 
obesi costituisce in A da' tre angoli piani BAC , BAD, 
DAC sia uguale all' angolo solido in a contenuto dagli 
altri tre angoli bac , bad , dac. 

Giungane! le AE , BD , ac, bd. E perché i trian- 
goli ABE, ab e hanno il lato AB ugnale al lato ab, il 
lato BE uguale a le, c gli angoli ABE, abe compre- 
si da questi lati uguali sono anche uguali ; dovranno 

• 4- bavere uguali le loro basi AE , ac* . Quindi ne' tri- 

angoli AED, a e d rettangoli in E , c , essendo rispet- 
tivamente uguali i lati dintorno gli angoli retti in E, c, 
saranno altresì uguali le loro basi AD, a d. E così pure 
essendo i lati BE , ED intorno all' angolo retto del tri- 
angolo BED ugnali rispettivamente alati b e, cd intor- 
no all'angolo retto dell’altro triangolo bed, saranno 
uguali le loro basi BD , bd . Laonde i due triangoli 
BAD, b a d avendo i lati BA, AD uguali a' lati b a, ad, 
l’uno all’altro, e la base BD uguale alla base b d ; avranno 

• 8. Lanche l'angolo BAD uguale all' altro b a d ’ . E nel mo- 

do stesso si dimostrerà 1' angolo DAC uguale all’ altro 
dac. Quindi essendosi a" vertici A , a de’ due angoli 
piani uguali BAC, bac adattate in sublime le linee rette 
AD, ad, che comprendono angoli uguali co' lati BA, 
AC; ba, ac di essi angoli BAC, bac, cioè BAD a 
b a d, e DAC a dac -, gli angoli solidi che si sono in 
*A‘ XLtal modo costituiti ne' punti A , a saranno uguali* , 
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E perciò alla data linea retta , nel dato punto 
in «ss» li è restituito un angolo solido uguale ad un 
angolo solido dato , il (pule ó compreso da tre angoli 
piani. — C.B.F. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

PROBLEMI. 

Da una data linea retta descrivere il solido j>a- 
rallclcpipedo simile , c similmente posto ad un altro 
dato . 

Sia data la linea retta AB , cd il solido parallele- ^fg.aó. 
pipedo CD i fa uopo dalla data linea retta AB de- 
scrivere il solido parallelepipedo simile , e similmente 
posto al dato CD . 

Si costituisca alla linea retta AB , nel punto A 
dato in essa , 1’ angolo solido uguale all’ altro in C 
del parallelepipedo CD * , in modo che tal angolo so-' a6.Xt. 
lido da costituirsi sia contenuto dagli angoli BAH , HAK , 

KAB , de' quali l’angolo KAB sia uguale a GCE , l’al- 
tro HAK ad FCG , ed HAB ad FCE : di poi si fac- 
cia come CE a CG , cosi BA ad AK , e come GC a 
CF , Cost KA ad All * ; che perciò , per cqualità or-* i a. VI. 
dinata , starà ancora come EC a CF , cosi BA ad AH : 
finalmente si compisca il parallelogrammo BH , ed il 
solido AL ; sarà questo il parallelepipedo cercalo . 

Imperocché essendo EC a CG , come BA ad AK; 
i due parallelogrammi EG, BK, che hanno proporziona- 
li i lati dintorno gli angoli uguali ECG, BAK , sa- 
ranno simili : e per la stessa ragione è anche il paral- 
lelogrammo KH simile all’ altro GF , ed il parallelo- 
grammo BH simile ad EF . Quindi tre parallelogram- 
mi del solido 4L sono rispettivamente simili a tre al- 
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tri parallelogrammi del solido CD . Ma sono poi «pe- 
sti tre piani in ciascun parallelepipedo uguali , e simili 
"74-Xl.agli opposti * , e «li più gli angoli piani da' quali cnm- 
prendonsi gli angoli solidi corrispondenti di tali paral- 
lelepi pe«li sono tra lcro uguali , e similmente disposti ; 
'A. Xt. adunque essi angoli solidi sono rispettivamente uguali*. 

‘“ Laonde il solido AL sarà simile all’ altro CD ’. 

E quindi da una data linea retta si è descritto 
il parallelepipedo simile , e similmente posto ad un altro 
«lato. — C.B.F. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 


TEOREMA. 


V. N 


*Ag-ad 

it.i.c a 


‘ 9. XI 


• jo.XI 


* 4. I. 

*d. « 5 . 

XI. 

'fig. 16. 
n. 1. 


Il piano che [tassa per le «liagonali corrispon- 
denti di due jtiani opjtosti del parallelepi|>edo divide 
questo solido in due prismi triangolari uguali . 

Si.i EC * il parallelepipedo , ed AC, EG le diagona- 
li corrispondenti di due suoi piani opposti BD , FH. Ed 
essendo AE uguale , e parallela a BF , e BF a CG , 
■sarà AE uguale , c parallela a CG * ; che però esse 
AE , CG consisteranno in un piano , nel <[uale ca- 
dranno eziandio le AC, EG, che le congiungono ne’Joro 
estremi , c la figura AEGC sarà parallelogrammo . E 
perchè la AC è uguale, e parallela alla EG , e la CD 
alla GH, sarà l'angolo ACD uguale all’angolo EGH’, 
e '1 triangolo ACD uguale, simile, e parallelo al trian- 
golo EGH * ; clic però la figura solida ACDEGH sarà 
prisma triangolare * ; e cosi pure 1 ’ altra BACFEG . 

Or sieno in primo luogo i lati AE , BF , CG , 
DH* del parallelepipedo insistenti alle basi perpendico- 
lari ad esse j sarà in tal Caso evidente, che se il prisma 
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ACDEGH s’ intendesse separato dall’ altro BACFEG, 
c rivolto in modo che il punto H cada in F , e 1 lato 
IIG sopra FE , c quindi HE sopra FG ; dovrà an- 
che cadere la HD sulla FB , perchè entrambe perpen- 
dicolari ad un medesimo piano nello stesso punto F‘,*i3.XI. 
e quindi il punto D in B , per essere le HD , FB u- 
guali . Adunque tutti i lati dell' angolo solido in H del 
prisma ACDEGH coincideranno con quelli rispettivi 
dell’ angolo solido in F del prisma ABCEFG ; che però 
tali solidi dovranno combaciare , e saranno uguali . 

Sieno ora que’ lati AE , BF, CG ; DH “ del pa-’Atf *6* 
rallelepipedo insistenti alle basi obbliqui ad esse ; e s ' 
da’ punti C , G si Urino alla CG le perpendicolari C a, 

Ge nel piano ACGE , e le altre Cd, GA nell’altro 
piano CGHD , e sino al loro incontro con le EA , HD; 
che però congiunte le ad , eh , queste dovranno ca- 
dere nel piano AEHD . E perchè le Ca , Ge sono 
pcrpcudicolari alla CG nel medesimo piano ACGE , 
saranno fra loro parallele , e la figura CocGsarà pa- 
rallelogrammo; e cosi pure l’altra CdhG. Ed essendo 
sì ac , che dh uguale, c parallela a CG , saranno tra 
lyro uguali, e parallele, c quindi anche parallelogram- 
mo risulterà la figura achd ; che però le «C, Cd sono 
uguali, e parallele rispettivamente alle eG, GA ; quin- 
di sarà 1’ angolo aCd , uguale all’ angolo eGA* ; ed i*io. XI. 
triangoli aCd, eGA sono uguali, simili , e similmente 
posti , ed in piani paralleli : laonde la figura solida 
aCdeGh sarà prisma triangolare. E perchè la CG è 
uguale sì alla A E che alla ac, sarà le AE uguale alla 
ac -, che però tolta di comune la aE, rimarrà A a u- 
guale ad Ee : e similmente si dimostrerà Dd uguale 
ad HA . Inoltre essendo CG perpendicolare alle C a, 

Cd , lo sarà pure al piano aCd*, al quale do\ranno*4- XI* 
eziandio esser perpendicolari le Ae , DA, che sono . 
parallele alla CG * . *8. XI. 
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Or suppongasi il solido A a C d D messo nell' altra 
E e G A H in modo die il punto C cada in G , la Ca 
«alla G e, ed il piano a Cd nel piano eG A; dorrà, per 
l' uguaglianza degli angoli a Cd, cGh cadere eziandio 
la Cd sulla G A ; ed- i punti a, d cadranno ne' pnnti 
e, A , e la a d sulla eh: e siccome le a A, d D sono per- 
pendicolari al piano a C d , e le c E , AH al piano cG A, 
cosi coincidendo questi piani, dovranno pur coincidere 
quelle rette rispettivamente con queste, e cadere i punti 
A, D ne'punti E, H. Laonde il solido A a CdD coincide- 
rà con l’altro EcGAH , e gli sarà uguale ; che però ag- 
giugnendo ad essi di comune il solido aCdEGH, risulte- 
rà il prisma ACDEGH uguale all'altro prisma aCdcGh. 

Congiungansi le a B , e F ; sarà, per essere ad u- 
gualc, e parallela a BC, ed e A ad FG, anche la aB u- 
guale, e parallela alla d C, e la c F alla A G; laonde le 
figure aBCd , cF GA saranno parallelogrammi : lo era 
pure aehd , e lo sono eziandio aBFe, c/CGA; adun- 
que la figura a G, è un parallelepipedo a lati retti alle 
basi B d, F A, che diviso dal piano a eG C per le diago- 
nali a C , e G di due suoi piani opposti, ne risultano, co- 
me si è antecedentemente dimostralo, i due prismi uguali 
aCde G A, BaCFe G. Or se il solido piramidale BaCA 
s'intenda messo nell’ altro F e G E in modo che il trian- 
golo BAC coincida con l’altro F c G, risultando le a A , 
cE, che sono uguali, perpendicolari allo stesso piano 
F c G, cadrà ancora il punto A in E, e perciò essi solidi 
coincideranno , ond’ è che aggiungendo loro di comu- 
ne il solido BaCFEG, risulterà il prisma ABCEFG 
uguale all altro a B C e F G ; che però essendo questo u- 
gualc- all altro aCde G A, e questo all'altro ACDEGH, sa- 
rà anche il prisma ABCEFG uguale al prisma ACDEGH. 

Laonde per le diagonali corrispondenti di due pia- 
ni opposti di un parallelepipedo ec. — C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

I solidi parallelepipedi clic hanno la medesima V- N- 
base , e 1’ altezza stessa , ed i cui lati insistenti alla 
base vanno a costituirsi nelle stesse linee rette , sono 
uguali tra loro . 

Sieno nella stessa base AB* i solidi parallelepipedi^? *”■ 
ugualmente alti A1I , AK , i cui lati AF , AG , LM, 

LN ; CD , CE , B1I , BK , che insistono alla base co- 
mune , vanno a costituirsi nelle stesse linee rette FN, 

DK : dico essere il solido All uguale all' altro AK . 

Imperocché essendo un parallelogrammo si CH , 
clic CK sarà la CB uguale all' una e l'altra di esse DH, 

EK ; onde ancor la DH è uguale all’ EK : quindi dovrà 
esser pure DE uguale ad HK ; e perciò il triangolo 
CDE è uguale al triangolo BHK . Per la stessa ragio- 
ne il triangolo AFG è uguale al triangolo LMN : è poi 
il parallelogrammu DG uguale al parallelogrammo IIN*;* 36. I. 
ed è inoltre il parallelogrammo CF uguale al parallelo- 
grammo BM , perchè sono opposti * ; e similmente il*a4- XI. 
parallelogrammo CG è uguale all' altro BN : adunque 
il prisma contenuto da' due triangoli AFG , CDE , e 
da' tre parallelogrammi AD , DG , GC è uguale al 
prisma, che si contiene da’ due triangoli LMN , BHK , 
e da' tre parallelogrammi BM, MK , KL*. Laonde to-’B. 11 . 
gliendo dal solido ALBCDFXK il prisma LMNBIIK , 
e poi dallo stesso solido togliendo un' altra volta l' al- 
tro prisma AFGCDE , sarà il solido che si ottiene per 
primo residuo , cioè il parallelepipedo AH , uguale 
all - altro solido che si ha per secondo residuo, cioè al 
parallelepipedo AK . 

Laonde i solidi parallelepipedi ec. — C.fi ■ D, 
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PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

I solidi parallelepipedi che hanno la l>asc stessa, 

c la medesima altezza, ed i cui lati insistenti alla base 

• ’ 

non vanno a costituirsi nelle stesse linee rette , sono 
uguali tra loro . 

lfig-2 8. Sieno nella stessa base AB * ì solidi parallelepipe- 

di ugualmente alti BF , AK , cd i loro lati AF , AG, 
LM , LN ; CD , CE , BH , BK , che insistono alla 
base comune AB , non si vadano a costituire nelle stesse 
linee rette : dico essere il solido AH uguale all’altro AK. 

Si prolunghino le FD , MH , NG , KE finché 
convengano ne’ punti O , P , Q , R , c giungami le 
AO , LP , BQ , CR. Ed essendo il piano ALNG pa- 
rallelo all’ altro COKE , dovrà anche il piano ALPO , 
eh é prolungamento del primo , esser parallelo al 
piano CBQR , eh’ è prolungamento del secondo . E 
similmente il piano LPQB , eh’ è prolungamento di 
LMHB sarà parallelo al piano AORC , eh' è prolun- 
gamento dall' altro AFDC . È poi il piano PQRO 
parallelo al piano ALBC. Adunque il solido ALBCOPQR 
è terminato da sei piani , de’ quali gli opposti sono 
paralleli ; perciò sarà parallelepipedo . Or il paral- 
lelepipedo AH è uguale al parallelepipedo AQ ; poiché 
consistono sopra la stessa base , sono ugualmente alti , 
e le linee rette AF , AO , CD , CR ; LM , LP , BH , 
BQ insistenti alla base vanno a costituirsi nelle stesse 
*59. XI. linee rette FR , MQ * : ed è poi lo stesso solido AQ 
ugnale all altro AK ; perché anche questi hanno la me- 
desima base ALBC , sono ugualmente alti , e le linee 
rette AO , AG , LP , LN ; CR , CE , BQ , BK , che 
insistono alla base , vanno a costituirsi nelle linee ret- 
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te ON , RK . Adunque il parallelepipedo AH tari u- 
guale all' altro AK . 

Laonde i solidi parallelepipedi «c. — C. B. D. 

Coaoiiaaio. V. N. 

Quindi se nel parallelepipedo AH i lati FA, DC, 

HB , ML insistenti alla base AB sicno a questa incli- 
nati ; da' punti A , C , B , L si elevino ad essa le per- 
pendicolari AO , CR , BQ , LP , le quali incontrino 
il piano FH opposto alla base AB ne’ punti O , R , 

Q , P , e giungami le OR , RQ , QP , PO . E poi- 
ché le AO , LP sono perpendicolari allo stesso piano 
ACBL , sono altresì parallele * : ed è pure la AC pa-" 6. XI. 
rallcla alla LB ; quindi il piano CAOR , che passa per 
le AC , AO sarà parallelo all’ altro piano BLPQ , che 
passa per le LB , LP* . Similmente si dimostra essere* 1 5 . XI. 
il piano CQ parallelo all’altro AP ; ed i piani AB , OQ 
sono già paralleli . Adunque il solido AQ è parallele- 
pi pedo , ed è uguale all'altro AH*. Laonde: * 3 o.XI. 

Ogni parallelepipedo i cui lati insistenti alla base 
sieno a questa obbliqui , i uguale a quel parallelepipedo 
ugualmente alto, che ha la stessa base , ed i lati insisten- 
ti alla base perpendicolari ad essa . 

PROPOSIZIONE XXXI. 
t t o ■ t « 1. 

I solidi parallelcpqiedi die hanno basi uguali, e V. IV. 
la medesima altezza , sono uguali tra loro . 

Sieno i solidi parallelepipedi LK , LP * posti nelle’;?#, ag. 
uguali basi AB , LCOD , ed abbiano la medesima al- 
tezza : dico che il solido LK sia uguale all’ altro LP. 
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In primo luogo si supponga che i lali di questi tali 
solidi , che insistono alle liasi AB , LO , sieno perpen- 
dicolari ad esse ; e si dispongano i solidi in tal modo, 
clic le basi si trovino in un medesimo piano , ed i lati 
CL, LA di queste stieno per diritto ; dovrà la linea 
retta LM , che insiste ad esse nel punto L esser 
*»3.XI. comune a' due solidi LK , LP * . Sieno inoltre le AG, 
HK , BE ; DF , OP , CN que’ rimanenti lati de' due 
parallelepipedi che insistono alle basi , e se mai ]' an- 
golo ALB non è uguale all’ altro DLC , si prolunghi- 
no le BL , OD finché s’ incontrino in " I , c per C si 
tiri la QCR parallela alla BLI , che incontri in . R la 
BH prolungata . Finalmente si compiscano i solidi , 
LS , LT . Ciò posto il solido LT, il quale ha per base 
il parallelogrammo LN , e per piano opposto a questa 
l’ altro parallelogrammo IT , è uguale al solido LP , la 
cui base è lo stesso parallelogrammo LN, e DP è il pia- 
no opposto ; poiché essi hanno anche la medesima al- 
tezza , ed i loro lati MV , IMF , NT , NP ; LI , LD, CQ, 
CO insistenti alla comune base sono costituiti nelle stesse 
‘ 19 . XI . lince rette PV , 01 * . Or il parallelogrammo CD é u- 
guale al parallelogrammo CI , perchè costituiti nel- 
la stessa base LC , e tra le medesime parallele LC , 
• 35. I.OI* ; ed il parallelogrammo I)C si è supposto uguale 
all’ altro AB ; quindi sarà il parallelogrammo IC ugua- 
le nd esso AB : perciò questi due parallelogrammi IC, 
AB serberanno uguali ragioni al terzo parallelogrammo 
LR , e sarà IC ad LR , come AB nd LR . Ma IC sta 
ad LR , come il parallelepipedo IN all' altro LS ; poi- 
ché 1* intero parallelepipedo IS si è diviso col piano 
•a5.XI.MLCN parallelo a' piani opposti IT , BS ’ . E simil- 
mente , essendosi il parallelepipedo AS diviso col pia- 
llo LBEM parallelo a" piani opposti AK , CS , sta il 
parallelepipedo LK all’ altro LS , come la base AB all'al- 
tra LR. (Quindi sta il parallelepipedo IN al parallele- 
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pipcdo LS , come I' altro LK allo stesso LS ; laonde i 
«lue parallelepipedi IN , LK. sono uguali * : ma il pa-" <j. V. 
rallelepipedo IN si è dimostrato uguale all’ altro LP ; 
perciò sarà anche questo parallelepipedo LP uguale al- 
P altro LK . 

Che se i lati insistenti alle basi de’ due parallele- 
pipedi proposti si suppongano ad esse obbliqui : sicco- 
me ciascun di tali parallelepipedi pareggia quell’ al- 
tro , eli’ è ugualmente alto , posto sulla stessa base , ed 
ha i lati insistenti a questa perpendicolari ad essa * ; j 
e die tali solidi si sono poc’ anzi dimostrati dguali : 
perciò anche i proposti saranno tra loro uguali . 

Adunque i parallelepipedi cc. — C .lì . y. 


PROPOSIZIONE XXXII. 

) » • - 1 

TEOREMA. 

•\ • 

I solidi parallelepqiedi die hanno la medesima y, jy. 
altezza , sono tra loro come le basi . 

Sieno AB , CD * i solidi parallelepipedi della me-*y?g.3o. 
desi ma altezza : dico Che stia l' un solido all’ altro , 
come la base A E all' altra CF . 

Si applichi al lato FG della base CF di uno di 
questi solidi il parallelogrammo FH ugnale all’ altro AE, 
in modo che 1' angolo FOH sia uguale all’ angolo LCG ; 
poi si cumpia il parallelepipedo GK , la cui base sia 
I'H , ed una delle linee rette ad essa insistenti sia FD : 
sarà un tal solido GK uguale al proposto AB ; poiché 
sono costituiti nelle uguali basi AE , FH , e sono u- 
gualincute alti * . Ed essendo tutto il parallelepipedo’3l.XI. 
CK diviso dal piano GD parallelo ai suoi piani oppo- 
sti CP , 1IK , dovrà stare il solido GK, o il suo ugua- 
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le AB all' altro CD , come la base FH , o 1' altra ugua- 
•a5.XI.le AE alla base CF * . 

E perciò i parallelepipedi te. <— C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXIII. 

T E O a E X a . 

1 parallelepipedi simili sono tra loro in ragion 
triplicata di quella che hanno i lati omologhi . 

*J!g. 3i. Sieno i parallelepipedi simili AB , CD*, ed il lato 
AE dell’ uno sia omologo al lato CF dell’ altro : dico 
che il sdfclo AB stia all'altro CD in triplicata ragio- 
ne di AE a CF . 

Si prolunghino i lati AE , GE , HE in K , L , 
M , e si ponga EK uguale a CF , EL ad FN , EM 
ad FR ; indi si compia il parallelogrammo KL , ed il 
solido KO . E poiché le due linee rette KE , EL sono 
uguali alle CF , FN , l' una all' altra , c l’ angolo KEL 
è uguale all’ angolo CFN , mentre il primo di essi ;. 
uguale all' angolo GEA con cui sta al vertice ,* e 1' al- 
tro è pure uguale a questo stesso angolo GEA , per la 
* ^| 10 ’ s ' ID ’l' ,u< ^ ne ^ e ’ s°hdi AB , CD * ; perciò sari il paral- 
lelogrammo KL uguale , e simile all' altro CN . E dimo- 
strandosi similmente che il parallelogrammo KM sia u- 
guale, e simile all’ altro CR , ed il parallelogrammo LM 
all'altro FD ; saranno tre parallelogrammi del solido 
KO uguali, e simili , l’uno all'altro, a tre altri del so. 
lido CD . Ma i tre rimanenti opposti a questi sono an- 
che uguali, e simili rispettivamente adessi ; quindi ilso- 
•B. XI. lido KO è uguale, e simile all'altro CD*. Ciò posto, 
compiasi 1' altro parallelogrammo GK , e poi sulle ba- 
si GK, KL si costituiscano i solidi EX, LP della stessa 
alleila del solido AB, ed in modo che la linea retta EH 
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sìa un loro lato comune. Or per la similitudine de’ so- 
lidi AB, CO , e permutando , sta ÀE a CF, come EG 
ad FN , e come EH ad FR ; ed FC è uguale ad EK, 

FN ad EL , ed FR ad EM ; sarà perciò , come AE 
ad EK , cosi EG ad EL , ed HE ad EM . Ma come 
AE ad EK , cosi sta il parallelogrammo AG alF altro 
GK * ; come GE ad EL , cosi è pure GK a KL j e’ i, VI. 
come HE ad EM , cosi sta anche PE a KM . Adun- 
que come il parallelogrammo AG all’ altro GK , cosi 
sta GK a KL, e PE a KM . È poi AG a GK , come 
il parallelepipedo AB allaltro EX* ; GK a KL, cometa. XI. 
il parallelepipedo EX all'altro LP 5 e PE a KM, co- 
me il parallelepipedo LP all’ altro KO . Laonde come 
il solido AB al solido EX, cod sta questo stesso EX al 
terzo LP, ed il terzo LP al quarto OK. Or se quattro 
grandezze sono in continua proporzione, la prima si dice 
avere alla quarta triplicata ragione di quella che ha alla 
seconda * ; adunque il solido AB serberà al solido KO,*</.ii.V. 
o al suo uguale CD triplicala ragione di quella dello 
stesso AB a<l EX. Ma la ragione del solido AB «D'al- 
tro EX , poc'anzi si è dimostralo pareggiar quella di 
AE ad EK , o sia CF ; quindi il solido AB stari 
all'altro CD in triplicata ragione di quella del lato AE 
dell'uno all' omologo CF dell' altro. — C. £. D. * 

C 0 1 o 1 n • i o. 

Da ciò è chiaro , che : Se quattro lince rette tic- 
no continuamente proporiionali , la prima di esse sta- 
rà alla quarta , come il parallelepipedo che ha per lato 
la pròna alt altro simile , e similmente posto che ha 
per lato omologo la seconda . Imperocché la prima di 
esse sta alla quarta in triplicata ragione della prima 
alla seconda . 

4 
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r. N. PROPOSIZIONE C. 

TEOREMA. 

I parallelepipedi contenuti da parallelogrammi 
ctjuiangoli tra loro , l’ uno all’ altro , cioè (pelli i 
cui angoli solidi sono rispettivamente uguali , sono 
in ragion composta dalle ragioni de' lati dintorno agli 
angoli uguali . 

•fig. C. Sieuo i parallelepipedi AB , CD * , de' quali AB 
è contenuto da’ parallelogrammi AE , AF , AG , che 
sono equiangoli , 1' uno all' altro , a’ parallelogrammi 
KL , L1I , KH da’ quali è contenuto 1' altro parallele- 
pipedo CD : dico clic la ragione del solido AB al so- 
lido CD sia composta dalle ragioni dì AM a DL i di 
AN »DK,t di AD a DH . 

Si prolunghino le MA , NA , OA ia P, Q, R , 
in modo clic AP sia uguale a DL , AQ a DK , ed 
AR a DH ; c poi si compisca il parallelepipedo AX 
contenuto da’ parallelogrammi AS , AT , AV uguali c 
simili , 1’ uno all' altro , a’ parallelogrammi KL , HL , 
KH ; che perciò un tal solido AX è uguale e si- 
* B. XI.mil e all altro CD * . Compiscasi anche il parallelepipe- 
do AY la cui base è il parallelogrammo AS , ed AO 
è una delle linee rette insistenti alla hasc : indi si e- 
sjtonga una qualunque linea retta a , e facciasi come 
AM ad AP , cosi a ad un’ altra linea retta b , come 
NA ad AQ, cosi i«t,e come OA ad AR , cosi c a 
d . E poiché il parallelogrammo AE è equiangolo al- 
1 altro AS , sarà AE ad AS in ragion composta di 
•a3.Vl.MA ad AP , etli NA ad AQ’ ; o sia delle loro uguali 
A. Y.ragioni di a a b , e di b a e , cioè come a a c* . Or 
i parallelepipedi AB , AY essendo costituiti tra gli stes- 
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si piani paralleli BOY , EAS , e perciò avendo la stes- 
s’ altezza , sono 1’ uno all' altro , come la Base AE alla 
l>a.«c AS , cioè rome <1 a c : ed il parallelepipedo AY , 
sta all’ altro A.X , come la l>a r .e OQ alla ba'e OH * ,*i5.XI. 
cioè rome OA ad AR , o sia come end . Per la qual 
cosa essendo il solido AB al solido AY , rome la retta 
a all'altra c , ed il solido AY al solido AX , come c 
a il , sari , per aquatili , il solido AB al solido AX 
o sia CD , come a » d . Ma la ragione di a a d è 
composta dalle ragioni di a a b , di b a c , c di c a 
d. ", le quali sono le stesse, ciascuna a ciascuna , con* <!■'/. V. 
le ragioni di MA ad AP , di NA ad AQ , e di OA 
ad AR ; ed i lati AP , AQ , AR sono uguali a’ lati DL, 

DK , DH , P uno all’ altro . Adunque il solido AB sta 
al solido CD in ragion composta dalle ragioni de’ lati 
dintorno agli angoli uguali , cioè di AM a DL , di 
AN a DK , e «li AO a DH . 

E perciò i parallelepipedi ee. — C.B D. 

PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOREMA. 

Le basi de’ solidi parallelepipedi uguali sono re- V. 
ciprocamente proporzionali alle altezze : e sono ugua- 
li que' solidi parallelepipedi , che hanno le basi reci- 
procamente proporzionali alle altezze. 

Sieno 1 solidi parallelepipedi uguali AB , CD * 3*. 

dico , che le loro basi sieno reciprocamente propor- 
zionali alle altezze , cioè che stia la base AL alla base CO, 
come P altezza del solido CD a quella dell’ altro AB. 

Primieramente i loro lati AG , EF , LB , HK ; 

CM , NX , OD , PR che insistono alle basi AL , CO, 

* 
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lieno perpendicolari a queste ; saranno , com' è chia- 
ro , le AG , CM le rispettive altezze de’ parallelepi- 
pedi proposti : e se suppongami qne-ti uguali , in tal 
raso dovendo stare l' un parallelepipedo AB all' altro 
"3a.XI .CD , come la base AL alla base CO * , saranno ugua- 

* A. V.li quest* Itasi , del pari r.he i solidi AB , CD * ; e quin- 

di si poi ri coni Illudere AL a CO , come CM ad AG • 
Che se più le altezze AG , CM non sono uguali ; sia 
CM la maggiore di esse , dalla quale si tagli la CT ti- 
gnale alla AG , e compiscasi il solido CQ : serberà a 
questo ugual ragione ciascuno de' proposti , perché u- 

* 7- A' guali * ; c quindi starà AB a CQ , come CD a CQ . 

Ma il solido AB «la all’altro CQ , come la base AL 
*3z Xt.alla base CO ; poiché essi sono ugùalmenti alti * : ed 
è poi il solido CD allo stesso CQ , come la base MP 
'al. XI, alla base PT * , cioè come CM a CT , o ad AG ; a- 
dunque starà AL a CO , come CAI ad AG . E perciò 
le basi de’ parallelepipedi AB , CD sono reciprocamen- 
te proporzionali alle altezze . 

Sieno ora le basi de’ parallelepipedi AB, CD re- 
ciprocamente proporzionali alle altezze , cioè stia la 
base AL alla base CO, come l'altezza CAI del solido 
CD all' altezza AG del solido AB : dico che il solido 
AB sia nguale all’altro CD. 

Poiché essendo AL a CO , come CM ad AG , è 
chiaro che se le altezze AG , CAI sieno uguali , deb- 

* A. A’.bano anche pareggiarsi le basi AL , CO *, ed esser 
*3i .XI. quindi uguali i parallelepipedi proposti*. Che se poi 

si supponga essere CM maggiore di AG , si tagli dalla 
CAI la CT uguale alla AG, e si compisca il solido CQ . 
Ed essendo il solido AB all' altro CQ , come la base 
*3a.XI.AL alla base CO * j e 1’ altro solido CD allo stesso 
'a5.XI.CQ , come la baie PAI alla base PT* , e quindi come 
.CAI a CT, o ad AG : le prime ragioni di queste due 
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proporzioni saranno uguali tUl pari che le seconde; e 
sarà perciò AB a CQ , come CD a CQ : laonde i so- 
lidi AB , CD serbando ragioni uguali allo stesso solido 
CQ , saranno uguali * . * 

Che se que’ lati de' parallelepipedi proposti , che 
insistono alle basi non sieno a queste perpendicolari : 
siccome tali parallelepipedi ne pareggiano rispettivamen- 
te due altri , che hanno con essi le stesse basi , le me- 
desime altezze , ed i lati insistenti alle basi perpendi- 
colari a queste * $ nc segue , che siccome si è dimostra-* 
to per questi , che csseudo essi uguali , le loro basi 
sono reciprocamente preporzionoli alle altezze ; e che 
al contrario se le basi sieno reciprocamente propor- 
zionali alle altezze , tali solidi sono uguali ; lo stesso 
debba anche aver luogo per quelli i cui lati insistenti 
alle basi sieno ad esse ohbliqui . 

E perciò i parallelepipedi cc. — C.B.D. 


9. V. 


c t 3 o. 
XI. 


N. B. 11 Ciò che si dimostra da Euclide nella Pro- V. JV. 
» posizione XXXV. e nel suo Corollario , si è da noi 
» già recato nel Corollario della Proposizioue A di que- 
ll sto stesso Libro . 


PROPOSIZIONE XXXVI. 

TEOREMI. 

Se tre linee rette sieno proporzionali , il solido 
parallelepipedo fatto da esse sarà uguale a quello c- 
q triangolo all’ altro , che si fa dalla media 1 e eh’ ò 
equilatero . 


Sieno A , B , C * tre liuec rette proporzionali 
cioè stia A a B , come B a C : dico che il solido pa- 
rallelepipedo che si fa da esse A , B , C sia uguale al 
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solido parallelepipedo equiangolo all'altro, che si fa 
da B , è eh’ è equilatero . 

Si esponga l’angolo solido in E- contenuto da’ tre 
*a3. XI. angoli pioni l'ED , FEG , GED*,e prese ne’ suoi lati 
le EF, EG , EU uguali , ciascuna a ciascuna, alle tre 
linee rette date A , Il , C , si compia in parallelepipe- 
do EK ; c poi ad una linea retta LN uguale alla B, in 
un suo estremo L , si costituisca un angolo solido ugua- 
'a6.XI.lc all' altro .eli' è in E * , e prese negli altri due lati 
di questo angolo le parli LX , LM uguali alla LN , si 
compisca 1' altro parallelepifiedo LH . 

E poiché A sta a B , come B a C , ed A è u- 
guale ad EF , B a ciascuna delle LM , LN , e C ad 
ED ; starà pure FE ad ML , come LN ad ED : per- 
ciò i parallelogrammi FD , MN die hanno , per co- 
struzione , uguali gli angoli in E, ed in L, avendo re, 
ciproca mente proporzionali i lati dintorno a questi an- 
•i4.VI.goli , saranno uguali* . Or essendosi adattate a’ vertici 
L, ed E de' due angoli piani uguali MLN , FED le due 
linee rette sublimi, ed uguali LX, ed EG, le quali com- 
prendono con le LM , LN ; EF , ED angoli uguali , 
1’ uno all’ altro , c similmente posti ; le perpendicola- 
ri che da’ punti X , G si abbassano su i piani MN , 
V.A.XI.FD debbono essere uguali*. Adunque i parallelepipe- 
di LH , - EK costituiti dalle tre linee rette A , B , C 
nel modo già detto , avendo uguali le loro basi MN , 
•3i.XI.FD , ed uguali anche le loro altezze , saranno uguali*. 

E perciò se tre linee rette sieno proporzionali tc. 

— C. D. D. 
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PROPOSIZIONE XXXVII. 


TEOREMA. 

Se quattro linee rette sieno proporzionali , i so • V. Ar- 
tidi parallelepipedi simili , e similmente posti che da 
esse descrivonsi saranno altresi proporzionali . E se i 
solidi parallelepipedi simili , e similmente posti elle 
descrivonsi da quattro linee rette sieno proporziona- 
li; ancor esse linee rette saranno proporzionali. 

Sieno AB , CD , EF , GII * quattro linee rcttc’jfg.34- 
proporzionali , cioè stia AB a CD , come EF a GII , 
c si descrivano dalle due AB , CD i solidi parallelepi- 
pedi simili, e similmente posti AK , CL ; e dalle altre 
due EF , GII gli altri solidi pn rallclepipedi anche si- 
mili , e similmente posti EM , GN : dico essere il pa- 
rallelepipedo AK all’ altro CL , come il parallelepipe- 
do EM all’ altro GN. 

Si facciano continuamente proporzionali le AB , 

CD , O , P ; come pure le EF , GH , Q , R . E 
poiché AB sta a CD , come EF a GH ; sarà anche 
CD ad O , come GII a Q ; ed O a P , come Q ad 
R : quindi le quattro grandezze AB , CD , O , P sa- 
ranno in ordinata ragione con le altre quattro EF , 

GH , Q , R ; e perciò starà AB a P , come EF ad 
R * . Ma come AB a P , cosi sta il solido AK all' al-* ai. V. 
tro CL*; e come EF ad R, cosi è pure il solido EM*c.33.Xl 
al solido GN . Adunque come il solido AK al solido 
CL , cosi sta il solido EM al solido GN . 

Sia adesso il solido AK al solido CL , come il so- 
lido EM al solido GN: dico clic stia anche la linea ret- 
ta AB all’ altra CD , come la EF alla GII . 

Imperocché si faccia- còme la AB alla CD, cosila 
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EF alla ST , e poi si descriva dalla ST il solido pa- 
rallelepipedo SV simile, e similmente posto ad EM , o 

* a^.XI-pure a GN * . Ed essendo AB a CD , come EF ad ST, 

c si sono descritti dalle AB , CD i parallelepipedi AK, 
CL simili, c similmente posti, come pure dalle EF , ST 
gli altri EM, SV anche simili, e similmente posti ; dovrà 
essere AK a CL , come EM ad SV . Ma si è suppo- 
sto essere AK a CL , come EM a GN ; laonde starà 
il solido EM al solido GN , come lo stesso EM all'al- 

* 9. Y.tro SV ; e perciò il solido GN è uguale al solido SV * : 

gli è anche simile, e similmente posto ; adunque i pia- 
ni da’ quali essi sono contenuti sono uguali, e simili ; c 
saranno uguali i loro lati omologhi GH , ST . Per lo 
ehe essendo AB a CD , come EF ad ST , ed ST ugua- 
le a GH ; sarà AB a CD, come EF a GH . 

Adunque se quattro linee rette ec. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

TEOREMA. 

F. N Se un piano sia perpendicolare ad altro pia- 
no , c da qualunque punto preso in uno di essi si 
tiri la perpendicolare all’altro , questa cadr à nella loro 
comune sezione . 

/ìg. 3 r >. Sia il piano CI)* perpendicolare all' altro AB , ed 
AD la loro comune sezione , e da uu qualunque 
punto E preso nel piano CD si tiri al piano AB la 
perpendicolare : dico che questa debba cadere nella AD. 

S’ è possibile cada fuori della AD , come la EF , 
ed incontri in F il piano AB: dal punto F eh’ è nel 
plano AB si abbassi sulla AD la perpendicolare FG , 
"rf. 4 -XI.la «piale sarà anche perpendicolare al piano CD ’ , e 
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giungasi la EG . E poiché la FG è perpendicolare al 
piano CD , ed è toccata nel punto G dalla EG , che 
si trova in questo piano ; perciò 1’ angolo FGE sarà 
retto*. Ma la EF é perpendicolare al piano AB, e'il.ì. XI. 
quindi è anche retto l' angolo EFG . Laonde nel 
triangolo EFG vi sarebbero due angoli retti ; il che è 
assurdo*. Adunque la perpendicolare abbassata «lai* ij. I. 
punto E sul piano AB non cadrà al di fuori della AD ; 
ina bensì in questa retta . 

E perciò se un piano ec — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

T E O « E M A. 

Se nel parallelepipedo si dividano per metà i V. A", 
lati de’ piani opposti , e per le sezioni si conducano 
i piani ; la comune sezione di questi piani , e ’l dia- 
metro del parallelepipedo tra loro si divideranno |>er 
metà . 


Nel pareilelepipedo AF si dividano |>er metà i lali’yfg, 36. 
de’ piani opposti CF , AH ne’ punti K , L , M , N , 

X , P, O , R , e per le sezioni si tirino i piani KN , 

XR , c sia YS la comune sezione di questi piani , 
c DG il diametro del parallelepipedo : dico che le 
Y S . DG si dividano scambievolmente per metà , cioè 
estere YT tignale a TS , DT a TG . 

Imperocché si uniscano le D\’ , Y’E , BS , SG . 

E perché DX è parallela ad OE , gli angoli alterni 
DXY , YOE souo uguali tra loro * ; che però cssen-* ag. I. 
«lo DX uguale ad OE , XY a«l YO , e contenendo 
angoli uguali , sarà le base DY’ ugnale alle bisc Y’E , 
il (riangido DXY uguale al triangolo YOE , cd i rima- 
uniti angoli uguali a* rimanenti angoli *. Adunque Pan-* 4 . I- 
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golo XYD è uguale all'altro OYE , e perciò DYE è 

* 14. 1 . linea retta*. Per la stessa ragione è pure linea retta 

la BSG , ed è BS uguale ail SG. Or perchè CA è ri- 
girale, e parallela sì a DB , che ad EG ; sarà ancora 

* 9. XI. DB uguale , e parallela alla EG* ; e vengono congiunte 

dalle rette DE , GB ; adunque la DE è uguale e parallela 
*33. l.alla BG ’ : che però essendosi prese in ambedue i pun- 
ti D , Y , G , S , e congiunte le DG , YS , queste 
DG, YS consisteranno in uu piano. Ed essendo DE 
parallela a BG , sari 1 ’ angolo EDT uguale all' alterno 

* 29. I.BGT * : è pure l' angolo DTY uguale a GTS ; adun- 

que i due triangoli DTY , GTS avendo due angoli u- 
guali a due angoli , ed un lato uguale ad un lato , di 
qtselli che sottendono angoli uguali , cioè DY a GS , 
perchè sono le metà rispettive delle DE, BG ; avran- 

* 26. I.no i rimanenti lati uguali a' rimanenti lati*, esaràDT 

uguale a TG , ed YT a TS . 

Laonde se nel solido parallelepipedo , ec. — C. B.D. 

PROPOSIZIONE XL. 

T e o a e m a. 

Se vi sieno due prismi triangolari ugualmente 
alti, l’un de’ quali abbia per base un parallelogram- 
mo , c l’ altro uu triangolo ; essi prismi saranno u- 
guali fra loro . 

’ jfg.3-, Sieno ABECDF, GHKLMN* , due prismi triango- 
lari ugualmente alti , il primo de’ quali è contenuto 
da’ due triangoli ABE , CDF , e da' tre parallelogram- 
mi AD , DE , EC , e 1 ’ altro conticnsi da' due triango- 
li GHK , LMN , e da’ tre parallelogrammi LI! , UN', 
NG i e di più per lo primo di essisi prenda per base 
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il parallelogrammo AF , e per l'altro il triangolo GHK, 
e quel parallelogrammo sia doppio di questo triango- 
lo : dico essere il prisma ABECDF uguale al prisma 
GHKLMN . 

Imperciocché compiscami i solidi ED , GO . E per- 
chè il parallelogrammo AF è doppio del triangolo GHK, 
del quale è anche doppio il parallelogrammo HK ; sarà 
il parallelogrammo AF uguale al parallelogrammo HK . 

Laonde i due parallelepipedi ED , GO avendo uguali 
le basi AF , HK , e la medesima altezza , saranno u- 
guali * ; c perciò dorranno anche essere uguali i prismi*. 3 1. XI. 
proposti ABECDF , GHKLMN , i quali sono rispetti- 
vamente le metà di que' parallelepipedi * . *28. XI. 

Quindi se vi sieno due prismi triangolari ec. — 

C. B. D. 
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IL DUODECIMO LIBRO 

DEGLI ELEMENTI 

D Z 

EUCLIDE 

( DELLA GEOMETRIE l' OTTAVO. ) 


PROPOSIZIONE A. 

Lemma. 

’f'B- A. Esposte due grandezze disuguali , se dalla mag- 
giore si tolga più clic la metà ; e da ciò die rima- 
ne di nuovo si tolga più che la metà ; e ciò si con- 
tinui a tàr sempre : rimarrà finalmente tal grandez- 
za , clic sarà minoro della più piccola delle grandezze 
esposte . 

Sieno le due grandezze disuguali AH, C, ed AB 
la maggiore : dico che togliendo dalla AB più clic la 
metà ; e dal residuo anche più che la metà , e cosi 
continuando a far sempre , dovrà filialmente rimanere 
una grandezza minore di C . 

Imperocché C multiplicala diverrà una volta mag- 
*</.4-V.giore di AB*: si imiltiplichi, e sia DE tal multiplice 
di C , che superi il primo AB ; e si divida essa DE 
nelle parti DF , FG , GE uguali a C . Poi dulia AB 
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sì tolga più che la metà DH ; dalla All nuovamente 
si tolga più che la metà HK ; e ciò si continui sempre, 
finché il numero delle divisioni della AB pareggi quel- 
lo delle altre che sono nella DE. Sieno tali divisioni le 
BH , HK , KA uguali in numero alle divisioni DF , 

FG , GE . E perchè la DE è maggiore della AB , e 
dalla DE si è tolto meno che la sua meta EG , dalla 
AB più che la sua metà BH ; sarà 1' avanzo GD mag- 
giore dell’ avanzo AH . Di nuovo , esseudo GD mag- 
giore di AH , togliendo da GD la sua metà GF , c 
da AH più clic la sua metà HK dovrà rimanere FD 
maggiore di AK . Ma FD è uguale a C . Adunque C 
è maggiore di AK ; e quindi AK è minore di C : che 
però della grandezza AB n’è rimasta la grandezza AK 
minore della più piccola delle grandezze esposte C . 

— C. B. D. 

E similmente si dimostrerà se la grandezza conti- 
nuamente tolta dalla maggiore delle esposte fot se stala 
la metà. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMI. * ^ 

• 1 

I poligoni simili iscritti ne’ cerchi , sono fra foro 
come i quadrati de’ diametri . 

Sieno i cerchi ABCDE , FGHKL * , ed in essi^/fg. i. 
siene iscritti i poligoni simili ABCDE , FGHKL : dico 
che stia il quadrato del diametro BM a quello del dia- 
metro GN , come il poligono ABCDE all’altro FGHKL. 

Giungami le BE, AM ; GL, FN. Kd essendo il po- 
ligono ABCDE simile al poligono FGHKL , ed i poli-, 
goni simili dividendomi in triangoli simili’, sarà il tri-' ao. VI. 
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angolo BAE simile , e quindi equiangolo al triangolo 
GFL ; laonde l’ angolo BEA è uguale all’ altro GLF : 
ma r nugolo AEB è uguale all' altro AMB , perché pog- 
' 21 .III gi.mo sulla stessa circonferenza * ; e l’angolo FLG , 
per la stessa ragione , ò uguale all’ nugolo FNG . A- 
dunquc saranno amile tra loro uguali questi due altri 
angoli BMA , G A F : è poi l’angolo retto BAM ugna- 
le al retto GI’N , quindi i rimanenti angoli de’ trian- 
goli A BM , FON’ saranno uguali; e perciò essi trian- 

* 4-A’I-goli saranno simili e stara BA a GF , come BM a 

GN ; ed il quadrato di BA a quello di GF , tome il 
*aa. VI. quadrato di BM all’altro di GN * . Ma il quadrato di 
BA sta all’ altro di GF , come il jxiligono ABCDE 
all’altro F'GUKL ; perchè si quei quadrati , che que- 
sti poligoni sono tra loro in duplicata ragione di BA 
ln vi a GF * . Adunque starà pure quel poligono a questo, 
come il quadrato di BM a quello di GN. 

E perciò i poligoni simili ce. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

V. y. I cerdù sono fra loro come i quadrali dc’diainetri. 

* J> fi- 2 . Sieuo i cerchi ABCD , EFGH * , e BE , FH , I 

loro diametri : dico die il quadrato di BD stia al 
quadrato di FH , come il cerchio ABCD al cerchio 
EFGH. 

Imjterocchè , se non è cosi , sarà come il quadra- 
to di BD a quello di FH , così il cerchio ABCD ad 
uno spazio minore del cerchio EFGH , o pur maggio- 
re . Sia primieramente ad uno minore , che sia S. Nel 
cerchio EFGH descrivasi il quadrato EFGH : ed es- 
sendo il quadrato , eh' è descritto nel cerchio , maggio- 
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re della meli del cerchio EFGH , perchè , se tiriamo 
per gli punti E , F , G , H linee rette che tocchino 
il cerchio , sarà il quadrato EFGIl la metà del qua- 
dralo descritto intorno al cerchio ; ma il cerchio è 
minore del quadrato descritto intorno ad esso ; adun- 
que il quadrato EFGH è maggiore della metà del cer- 
chio EFGH . Seghiusi per metà le circonferenze EF , 

FG , GH , HE ne’ punti K , L , M . N , e giungan- 
si le EK , KF , FL , LG , GM , MH , HN , NE : a- 
dunque ciascuno de’ triangoli EKF , FLG , GMH , 

HNE c maggiore della metà della porzione del cer- 
chio nella quale egli consiste ; perchè se tiriamo per 
gli punti K , L , M , N linee rette , che tocchino il 
cerchio , e compiamo i parallelogrammi , che sono nelle 
linee rette EF , FG , GH , HE, sarà ciascuno de’tri- 
angoli EKF , FLG , GMH , IINE la metà del jwral- 
le lo grammo nel quale è descritto’: ma la porzione del’ • i ■ 
cerchio è minore del parallelogrammo ; adunque ciascu- 
no de’ triangoli EKF , FLG, GMH, HNE è maggio- 
re della metà della porzione del cerchio nella quale 
consiste . Laonde segando le altre circonferenze per metà, 
e grugnendo le linee rette , e facendo questo sempre ; 
lascercmo alla fine alcune porzioni del cerchio , che sa- 
ranno minori dell’eccesso pel quale il cerchio EFGH 
avanza lo spazio S* . Situo dunque lasciate le porzioni del'/ir. A, 
cerchio EFGH nelle liuee rette EK, KF , FL , LG , GM, 

MH , HN , NE , clic sieno minori dell’eccesso pel qua- 
le il cerchio EFGH avanza lo spazio S ; adunque il ri- 
manente poligono EKFLGMHN sarà maggiore dello spa- 
zio S. Descrivasi ancora nel cerchio ABCDil poligono 
AXBOCPDR simile al poligono EKFLGMHN ; adun- 
que come il quadrato di BD al quadrato di FH , cosi è il 
poligono AXBOCPDR al poligono EKFLGMHN' : ma'i.XlI. 
come il quadralo di BD al quadrato di FH , cosi è il cer- 
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chio ABCD allo spazio S ; adunque eziandio come il ci r- 
cliio ABCD allo spazio S, cosi è il poligono AXBOCPDR 
al poligono EKFLGMHN. Ma il cerchio ABCD è mag- 
giore del poligono AXBOCPDR eh' è in esso ; onde an- 

* 14. V.cora lo spazio S è maggiore del poligono EKFLGMHN*: 

ma n' è minore ; clie è impossibile . Non è dunque come 
il quadrato di BD al quadrato di FH , cosi il cerchio 
ABCD a qualche spazio minore del cerchio EFGH . 
Similmente dimostreremo non essere come il quadrato 
di FH al quadrato di BD , cosi il cerchio EFGH a 
qualche spazio minore del cerchio ABCD . 

Dico ora 'né anche essere come il quadralo di BD 
al quadrato di FH , cosi il cerchio ABCD a qualche 
spazio maggiore del cerchio EFGH. Perciocché , se mai 
fosse possibile, sia ad uno spazio maggiore T sarà dun- 
que , invertendo , come il quadrato di FI 1 al quadra- 

* C. V.lo di BD , cosi lo spazio T al cerchio ABCD * : ma 

come lo spazio T al cerchio ABCD , cosi é il cerchio 

* 14.V.EFGH a qualche spazio minore del cerchio ABCD*} 

adunque come il quadrato di FU al quadralo di BD , 
cosi sta il cerchio EFGH a qualche spazio minore del 
cerchio ABCD : lo che si é dimostrato impossibile . Non 
é dunque come il quadrato di BD al quadrato di FH, 
rosi il cerchio ABCD ad uno spazio maggiore del cer- 
chio EFGH ; e si é dimostrato né anche esserlo ad 
un minore ; onde come il quadrato di BD al quadrato 
di FH, cosi sarà il cerchio ABCD al cerchio EFGH. 

Laonde i cerchi sono fra loro come i quadrati 
de' diametri — C.li.D. 

PROPOSIZIONE IH. 

3i 1 I <1 - [ i:. olsil'ttfif* ti nulo' ' 0 * » 

T E O * E U A. 

‘ i , i IT . te ’ ntr 1 ” 

Ogni piramide che ha la base triangolare si di- 
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vide in due piramidi uguali, c sìmili Ira loro , che 
hanno le baéi triangolari , e simili all’ intera , ed in 
due prismi uguali , i quali sono maggiori della metà 
di tutta la piramide . 

Sia la piramide clic ha per base il triangolo ABC*, 'fé*- 
c per vertice il punto D : dico che tal piramide ABCD 
si divide in due piramidi uguali, e simili tra loro , 
che hanno le basi triangolari , e simili all' intera ; ed 
in due prismi uguali , i quali sono maggiori della metà 
di tutta la piramide • 

Si dividano per metà i lati AB , BC , CA , AD , 

DB , DC de' triangoli che terminano la piramide tri- 
angolare ABCD in E , F , G , H , K , L , e giun- 
gami le EH , EG , GII , HK, KL , LH , EK , K.F , 

FG . Ed essendo AE uguale ad EB , ed AH ad HD ; 
sarà EH parallela a DB * . Per la stessa ragione anche* a. VI. 
HE è parallela ad AB : adunque la figura HEBK è 
parallelogrammo 5 e perciò HK è uguale ad EB , e 
quindi ad AE ; ed EH è uguale a BK , o sia aKD*.* 3 ^, 1 , 
Laonde i due triangoli EAH , KHD , avendo i lati EA, 

AH , uguali a' lati KII , HD , 1’ uno all' altro , e la base 
EH uguale alla base KD , saranno uguali, e simili : e 
per la stessa ragione il triangolo AHG è pare uguale, 
e simile al triangolo HDL . Or perchè le due linee 
rette EH, HG che si toccano sono rispettivamente paral- 
lele a due altre linee rette che pur si toccano KD, DL , 
ma non nel medesimo piano ; perciò l’ angolo EHG con- 
tenuto dalle prime è uguale all’altro KDL, che si com- 
prende dalle altre * : ma sono anche uguali , l' uno alla!-* io. XI. 
tro , i lati che comprendono questi angoli ; quindi i 
triangoli EHG, KDL saranno ugnali, e simili ; e per- 
ciò la base EG sarà uguale alla base KL . Inoltre i 
tre lati EA , AG , GE del triangolo EAG , essendo u- 
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guali , l'uno all'altro, a' lati KH , HL , LK dell'altro 
triangolo K1IL, dovrà anche il triangolo E AG esser* 
uguale, e simile all’ altro KHL. Adunque la piramide 
a base triangolare EAGH è uguale, e simile all'altra an- 
*B XI. che a liase triangolale KHLD * . 

Or essendosi dimostrata la KH parallela alla BA, 
t è chiaro che il triangolo KDH sia equiangolo , e pcr- 
^yj ' ciò simile all’ altro BDA *: e similmente si rileva essere 
il triangolo DKL simile a DBC , ed il triangolo 
DHL all’ altro DAC . Ma è poi il triangolo BAC simi- 
le all’ altro EAG , e questo si è dimostrato simile al 
triangolo KHL ; laonde sarà il triangolo BAC anche si- 
•ji.VI.mile al triangolo KHL' : quindi la piramide BACD 
V.ioXl.è simile all’altra HKLD Per Io che essendosi dimo- 
strala questa piramide HKLD simile all’altra AEGH; 
dovrà anche la piramide AEGH esser simile alla pirami- 
de ABl.D : laonde ciascuna delle due piramidi AEGH, 
HKLD sarà simile all' intera piramide ABCD * Or es- 
sendo BF uguale ad FC, sarà il parallelogrammo EBFG 
* 4l. I. doppio del triangolo GFC * ; quindi il prisma conte- 
nuto da' due triangoli BKF , EHG, e da' tre paralle- 
logrammi EBFG 1 EBKH , K.HGF , sarà uguale all'al- 
tro che si contiene da’ due triangoli GFC , HKL , e 
da’tre parallelogrammi KFCL , LCGH , HKFG \ poi- 
ché se preudasi per base del primo prisma il paral- 
lelogrammo EBFG , e per base dell' altro il triangolo 
GFC , il primo di essi prismi avrà per base un pa- 
rallelogrammo doppio del triangolo eh' è base dell' al- 
tro , e sono di più ugualmente alti , perchè contenu- 
•4o.XI.li tra i piani paralleli ABC, HKL*. È poi manifesto , 
che ciascuno di questi due prismi BKFEHG , GFCHKL 
sìa maggiore di ciascuna delle piramidi AEGH , HKLD ; 
poiché se giungasi la EF >-i vede , che il prisma BKFEHG 
c maggiore della piramide EBFK : ma questa piramide 
è uguale all'altra AEGH , per esser esse contenute da 
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piani uguali, c simili'; perciò anche il prisma BKFEHG’B .XI. 
è maggiore della piramide AEGH . E V altro prisma 
GFCHKL , i anche maggiore della piramide HKLD , 
eh' è uguale all’ altra AEGU . Adunque i due prismi . 
de’ quali si è detto sono maggiori di queste due pira- 
midi . Laonde l’ intera piramide ABCD a base trian- 
golare si è divisa in due piramidi uguali , e simili tra 
loro , e simili all’ intera ; ed in due prismi uguali , 
che souo maggiori della metà della piramidi: intera. 

— C. B. D. 


PROPOSIZIONE IV. 

T E O a E « 1. 

Se sieno due piramidi ugualmente alte , cIkTE* IV. 
abbiano le basi triangolari , e l’una , e V altra di esse 
dividasi in due piramidi uguali , e simili a tutta, ed 
in due prismi uguali ; e delle piramidi ottenute , 

Cuna, e 1’ altra si divida nel modo stesso, e ciò si 
faccia sempre : starà la base dell’ una piramide alla 
base dell’ altra , come tutt’ i prismi che sono ncll’una 
a tutt’ i prismi che sono nell’ altra , uguali di numero. 

Sia la piramide triangolare ABCD * , ed essa si di-y?g. 4 . 
vida in due piramidi uguali tra loro, e simili a tutta, 
ed in due prismi uguali ; poi si divida ciascuna delle 
piramidi che si ottengono da questa divisione nel modo 
«tesso , e cosi si faccia sempre ; e la medesima divi- 
sione si pratichi nell’ altra piramide MNOX di u- 
guale altezza alla primi : dico che come la base ABC 
alla base MNO , cosi stiano tuli’ ì prismi che si con- 
tengono nella piramide ABCD a tutti gli altri , ugua- 
li di numero, clic si contengono uclla piramide MNOX. 


‘ Digitizeé by Google 


LlB.ia. 1Q { 


GLI ELEMENTI 


Si faccia per ciascuna delle piramidi ABCD , MNOX 
la slessa costruzione die nella precedente Proposizione. 
E poiché BF è uguale ad FC , ed AG a GC, sarà FG 
'a. VI. parallela a BA * e perciò il Iriangolo BCA è simile al 
triangolo FCG : e cosi pure si dimostrerà essere il tri- 
angolo NOM simile all’ altro QOR . Or essendo BC 
doppia ili CF , ed NO di OQ , sarà BC a CF, come 
NO ad OQ ; e dalla prima , e seconda di queste linee 
rette son descritti i due rettilinei simili, e similmente posti 
BCA, ed FCG, e dalle due NO, ed OQ gli altri rettilinei 
simili, e similmente posti NOM, QOR ; perciò dovrà 
stare il triangolo BCA al triangolo I'CG , come il tri- 
“ai.VI.angolo NOM all’ altro QOR * ; e permutando starà il 
triangolo BCA al triangolo NOM , come il triangolo 
* iC. V .FCG al triangolo QOR * . Or essendo paralleli i pia- 
*i 5 .XI.ni ABC , HKL *, come anche gli altri MNO , STY ; 
le perpendicolari che da’punti D , X si tirano su i pia- 
ni ABC , MNO , le quali sono tra loro uguali , dovran- 
no restar divise per metà dagli altri piani HKL , STY ; 
perciocché anche le altre linee rette DC , XO son di- 
* 17 . XI. rise per metà da’piani stessi ne’ punti L, Laonde 
i due prismi GFCHKL , RQOSTY saranno ugualmen- 
te alti j e quindi starà il prisma GFCHKL al prisma 
*3 j.XI.RQ 0STY , come la base FCG alla base QOR * , cioè 
come il triangolo BCA all" altro NOM . E poiché i due 
prismi ch’esistono iella piramide BCAD sono tra loro 
uguali , come anche tra loro uguali sono gli altri due 
*3.XH.che contengonsi nella piramide MNOX * ; sarà perciò 
la somma de’ primi due prismi a quella de’ due altri , 
*i5. V.come un di quelli GFCHKL ad un di questi RQOSTY*, 
cioè , secondo si è dimostrato , come BCA ad NOM . 
Similmente si dimostra clic , divise le piramidi KHLD, 
STYX nel modo stesso che le proposte, stia la somma 
de’ due prismi contenuti nella prima di queste pirami- 
di alla somma degli altri due che contengonsi nella se- 
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conila , come la base HKL alla base STY , e quindi 
come FGC a QRO ; o finalmente come BAC ad NMO. 
Adunque come BAC ad NMO , cosi starà la somma 
de' due prismi compresi nella piramide BCAD , e degli 
altri due compresi nella piramide K11LD alla somma 
de' quattro altri prismi due compresi nella piramide 
MNOX , e due altri nella STYX . E continuando a 
dimostrare lo stesso pe' prismi che si ottengono dalla 
divisione delle piramidi EAGH , PMRS, e di tutte le al- 
tre che risultano dividendo queste, e le precedenti KHLD, 

STYX continuamente, nel modo indicato ucll' enuncia- 
zione ; si concluderà in fine , che la somma di tuli’ i 
prismi contenuti nella piramide BACD stia alla somma 
di tutti quelli che contengonsi nell’ altra MNOX , c 
che sono in numero uguale a' primi , come la base 
BAC dell’ una piramide alla base NMO dell' altra — 

C. B. D. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Le piramidi triangolari che hanno la medesi- 
ma altezza , sono Ira loro come le basi . 

Siene le piramidi triangolari ugualmente alte ABCD'^g. 4 . 
MNOX*: dico che stia la base ABC alla base MNO , 
come la piramide ABCD alla piramide MNOX. 

Poiché se non è cosi , starà il triangolo ABC al 
triangolo MNO , come la piramide ABCD ad un soli- 
do minore della piramide MNOX , o pur maggiore*. *po./.V. 
Sia primieramente ad un solido minore V , e dividisi 
la piramide MNOX in due piramidi uguali tra loro , 
e simili all* intera , ed in due prismi uguali , i quali 
nella somma sono maggiori della metà della piramide";* 3. XII. 
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indi si dividano similmente le piramidi che ottengono 
da tal divisione , e così si continui a fare , lincili 
restino alcune piramidi nella piramide MNOX , le qua- 
li sicoo minori dell’ eccesso della ]>irainide MNOX sul 
*A. XII. solido V * . Dinotino tal residuo le piramidi PMRS, 
TSY X , che perciò i prismi che in questo mo- 
do resteranno assegnati nella piramide MNOX do- 
vranno esser maggiori del solido V. Ciò fatto si di- 
vida similmente la piramide ABCD , ed in tante par- 
ti , in quante si è divisa la piramide MNOX ; sari 
come la hasc ABC alla base MNO, cosi la somma 
de’ prismi contenuti nella piramide ABCD alla «imma 

* 4-XII.di quelli altri che coutengonsi alla piramide MNOX*. 

Ma come la base ABC nella base MXO , cosi sta pure 
la piramide ABCi) al solido V. Adunque la piramide 
ABCD stiri al solido V , come tutt’ i prismi contenu- 
ti nella piramide ABCD a tutti quelli che contengonsi 
nella piramide MNOX ; e quindi essendo la piramide 
ABCD maggiore de' prismi in essa contenuti , sarà 
anche il solido V maggiore di quelli che si contengo- 

* l4> V.no nella piramide MNOX*. Ma n’ è minore ; il che 

non può essere . Non può dunque stare la base ABC 
alla base MNO , come la piramide ABCD ad un soli- 
do minore della piramide MNOX . E similmente sì di- 
u mostrerà , che non possa stati? la basi! MNO a|)a base 
ABC , come la piramide MNOX ad un solido minore 
della piramide ABCD . 

Dico ora , che nè pure possa la baso ABC serba- 
re alla base MNO la stessa ragione che la piramide 
ABCD ad un solido Z maggiore della piramide MNOX. 
Poiché si avrebbe in tal caso , invertendo , la base 
MNO all’ altra ABC , come il solido Z alla piramide 

* C. V.ABCD * ; ma come il solido Z alla piramide ABCD 

cosi dee stare la piramide MNOX ad un solido mino- 
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re della piramide ABCD ; poiché quel solido Z è mag- 
gioro di questa piramide MNOX * . Adunque sarebbe* ijj. V. 
come la base MNO alla base ABC , cosi la piramide 
AINOX ad un solido minore della piramide ABCD . 
il che , come si è poc'anzi dimostrato , è assurdo . 

Laonde né pur può stare la base ABC alla base MNO, 
come la piramide ABCD ad un solido Z maggiore della 
piramide MNOX . Si è poi dimostrato, che non pote- 
va quella piramide serbar tal ragione ad un sulido mi- 
nore di questa . Adunque dovrà stare la base ABC alla 
base MN O , come la piramide ABCD all’ altra MNOX. 

E quindi le piramidi ec. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE VI. , j 

i v TÈoaiMi. 

Le piramidi che hanno la medesima allezza , y. ,v. 
e le basi poligone , sono fra loro come lo basi . 

Sieno le piramidi a basi poligone ABCDEM*j?g. 5. 
FGHKLN , le quali abbiano la stess' altezza : dico 
che come la base ABCDE .alla base F'GHKL , cosi stia 
la piramide ABCDEM all'altra FGHKLN. 

Dividasi la base ABCDE ne’ triangoli ABC , ACD , 

ADE , c la base FGHKL ne’ triangoli I’GH , FIIK , 

FKL , e si concepiscano questi triangoli esserle basi di 
altrettante piramidi ugualmente alte che It proposte, , 
delle quali le prime abbiano per vertice il punto M , 
e le altre il punto N . E poiché sta il triangolo 
ABC al triangolo FGH , come la piramide ABCM al- 
la piramide F’GIIN * ; e che come il triangolo ACD"5. XII. 
allo stesso triangolo FGH , cosi sta la piramide 
ACDM alla piramide FG1IN ; sarà il trapezio ABCD 
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al triangolo FGH , come la piramide ABCDM all al- 
* ai. V. tra FGHN*. Ma è di nuovo come il triangolo ADE 
al triangolo FGH, cosi la piramide ADEM alla stessa 
FGHN ; 'pondi starà il poligono ABCDE al triango- 
lo FGH , come la piramide ABCDEM alla piramide 
FGHN . Similmente , paragonando i triangoli I’LK , 
FKH, ed FGII con ipiesto stessso triangolo FGH, c le 
piramidi FLKN , FKHN , F11GN con quest’ ultima 
piramide FGHN, si dimostrerà esser la base FGHKL 
alla base FGH, come la piramide FGHKLN alla pi- 
ramide FGHN ; ed invertendo la base FGH alla base 
FGHKL , come la piramide FGIIN alla piramide 
FGHKLN. Laonde essendo la base ABCDE alla base 
FGH, come la piramide ABCDEM alla piramide FGHN, 
e la base FGH alla liase FGHKL , come la piramide 
FGHN all' altra FGHKLN ; «ara , per egualità , la 
base ABCDE alla base FGHKL , comi* la piramide 
•ai. V. ABCDEM all'altra FGHKLN * . 

E perciò le piramidi cr. — C.Ji.D. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Ogni prisma triangolare si divide in tic pirami- 
di uguali tra loro , che hanno Iwsi triangolari . 

'Jiii- ti. Sia il prisma che ha per base il triangolo AlìC*, 
e per piano opposto a cpiesla l'altro triangolo DEF : 
diro die il prisma AUCDEF si divide in tre piramidi 
triangolari tra loro uguali . 

Si tirino le diagonali CE , CD , DB . E perchè 
la diagonale DB divide il parallelogrammo ADEB ne’ due 
triangoli uguali ABD , EDB ; perciò le due piramidi 
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A13DC , EDBC , che hanno rispettivamente per basi 
ipie' triangoli , e 1 vertice comune in C , saranno tra 
loro uguali*. Ma la piramide che ha per base il tri-* 5. XII 
angolo EDB, e per vertice il punto C, è la stessa che 
T altra la cui base è il triangolo EBC , ed il punto D 
il vertice ; poiché 1‘ una, e l'altra è contenuta dagli stes- 
si triangoli . Adunque anche la piramide che ha per 
ltase il triangolo AHD, e per vertice il punto C è ugua- 
le a quell' altra , che ha per lwse il triangolo EBC, e 
per vertice il punto D . Similmente poiché il paralle- 
logrammo FCBE è diviso dalla diagonale CE, il trian- 
golo ECF è uguale al triangolo ECB ; e quindi la pi- 
ramide che ha por base il triangolo ECF, e per verti- 
ce il punto D , è uguale alla piramide la eui base é il 
triangolo ECB, e lo stesso punto D il vertice. Sla que- 
sta piramide si è dimostrata uguale a quell' altra clic 
ha per base il triangolo ABD, c per vertice il punto C ; 
adunque amhc la piramide che ha pi r base il triango- 
lo ECF, e per vertice il punto D, è uguale a quella che 
ha per base il triangolo ABD, e per vertice il puulo 
C. Quindi il prisma ABCDEF si divide in tre pira- 
midi uguali , le quali hanno triangoli per Itasi , cioè 
nelle ABDC , EBDC , ECl'D. 

Or la piramide che ha per hase il triangolo ABD, V ;V. 
e per vertice il punto C , c la sti'ssa che la piramide 
che ha per base il triangolo ABC, e per vertice il pun- 
to D ; poiché sono contenute dagli stessi piani : e la 
piramide che ha .per liase il triangolo ABD , e per ver- 
tice il punto C si è dimostrata esser la terza parte del 
prisma la cui base è il triangolo ABC, ed il piano op- 
posto è DEF ; perciò anche la piramide che ha per 
hase il triangolo ABC , e per \crtiee il punto D , e 
quindi ogni altra della stessa hase, e di uguale altezza*, *5. XII. 
è la terza parte di tal prima. 
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Corollario I. 

y. ti. fi chiaro <1» ciò , clic ogni piramide sia la terza 
parie del prisma , che ha la medesima base, e 1' altez- 
za stessa . Poiché se la base comune a questi due so- 
lidi sia un’ altra qualsivoglia figura rettilinea ; potendo- 
si il prisma , e la piramide concepir divisi rispettiva- 
mente in tanti prismi , e piramidi , che abbiano per 
basi triangoli , quanti di questi si possono assegna- 
re in quella figura rettilinea : c ciascuno di questi prismi 
essendo triplo della piramide corrispondente ; sarà la 
somma di essi , cioè il prisma proposto , anche triplo 
della somma delle piramidi , cioè della piramide che 
ha la medesima base , e l'altezza stessa di un tal prisma. 

Corollario II. 

Di più i prismi ugualmente alti sono tra loro come 
le basi ; poiché le piramidi che hanno le stesse loro 
* G. XII. basi, e la medesima altezza sono tra loro come le basi’. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

y. iV. Le piramidi simili, clic hanno le basi triango- 
lari , sono tra loro in triplicata ragione de’ lati o- 
inologlii . 

fìg. Sicno le piramidi simili, c similmente poste ABCG, 

DEI" Il * , le quali abbiano per basi i triangoli ABC , 
DEE , e per vertici i punti G , Il : dico che la pi- 
ramide ABCG stia alla piramide DEFII in ragion tri- 
plicata di quella , clic il lato BC lm all’ omologo El\ 
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Imperocché si compiano i parallelogrammi ÀBCM» 

GBC2V , ABGK , ed indi poi il parallelepìpedo BGML, 
eh’ è contenuto da questi piani , e dagli opposti ad essi. . * 
Similmente si compisca il parallelepipedo OPHE con- 
tenuto da’ para Ilei egra tu ini DEFP , HEFR , DEHX , e 
dagli opposti a questi . Or essendo simili le piramidi 
ABCG , DEFH , dovrà essere T angolo piano ABC in- 
torno all'angolo solido in B della piramide ABCG , u- 
gitale all' angolo piano corrispondente DEF intorno 
all’ angolo solido in E , clic supponisi nella piramide 
DEMI uguale al poc’ anzi detto in B della prima *;V/.io.Xl. 
e dovrà inoltre essere AB a BC , come DE ad EF ; 
laonde il triangolo ABC sarà simile all’ altro DEF . Ma 
gli altri triangoli AMC , DPF sono simili , ed uguali 
a' già detti rispettivamente ; onde i due parallelogram- 
mi BM , EP dovranno c^scr simili . E cosi pure si di- 
mostrerà , che il parallelogrammo BN sia simile alVal- 
tro EH , e BKadEX . Ma i tre parallelogrammi BM , 

BN , BK. sono rispettivamente uguali, e simili agli op- 
posti * ; ed i tre altri EP , EH , EX sono anche si-*24-XI. 
mili, ed uguali a' loro opponi ; quindi i due parallele- 
pipedi BL , EO , esseudo terminali dallo stesso nume- 
ro di piani simili , ed avendo perciò uguali i loro an- 
goli solidi, saranno simili tra loro*. Per lo che es-V-io.XI» 
scudo i parallelepipedi simili in triplicata ragione de’ 
loro lati omologhi * ; i solidi BL , EO saranno in*33.XI. 
triplicata ragione di quella che il lato BC serba all'o- 
mologo EF. Or come il solido BL al solido EO, così 
sta la piramide ABCG all’ altra DEFJI , essendo que- 
ste piramidi le seste parli di que'solidi’; mentre i prismi‘15. V. 
clic sono le mela di essi * sono tripli delle eorrispon-’aS.XI. 
denti piramidi Adunque sarà pure la piramide ABCG’;. XII. 
all' allra DEFH in triplicala ragione di BC ad EF'. — 

C. B. D. 
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y jy. Da ciò si può rilevare facilmente , che : Le piva- 
mi ili simili , che hanno rettUinei per basi , sono Ira loro 
in triplicala ragione ili quella de' lati omologhi . 

yig. 5. Imperocché sieno ABCDEM, FGHKLN * le pira- 
midi simili, e similmente poste, le quali hanno per basi 
i rettilinei ABCDE, FGHKL. Si dividano questi retti- 
linei ne’ triangoli ABC, ACD , ADE; FGH , FHK , 
FKL , i quali saranno simili tra loro , ciascuno a cia- 
•ao.VI.scuno * . E poiché le piramidi proposte sono simili , 
sarà il triangolo ABM simile al triangolo FGN , ed il 
triangolo BCM simile a GHN , quindi sta MA ad AB , 
come NF ad FG : ed è inoltre come AB ad AC , cosi 
l'G ad FH , per esser simili i triangoli ABC, FGH ; 
quindi , per equalità , come MA ad AC , cosi sta NF 
ad FH . Similmente si dimostrerà che AC stia a CM, 
come FH ad H \ ; laonde sarà , di nuovo per cquali- 
tà , come AM ad MC , cosi I'N ad NH : perciò i tri- 
angoli AMC , FNG, avendo proporzionali i lati, sa- 
*5. VI. ranno simili * . Per lo che le piramidi triangolari ABC.M, 
FGHN essendo contenute da piani simili , uguali in 
•A. XI numero, ed avendo uguali i loro angoli solidi*, saran- 
XI* 0 1)0 Sl,u ^‘ tra k* ro * ' ^ modo stesso si dimostrerà 
ehe la piramide ACDM sia simile alla piramide FHKN, 
» la piramide ADEM all'altra FKJLN . Or essendo si- 
mili le piramidi triangolari ABCM , FGHN , sarà 1 una 
all’ altra in triplicata ragione del lato AC all’ omologo 
FH ; e per la stessa ragione la piramide ACDM sta alla 
piramide FHKN in triplicata ragione di AC ad FH ; 
quindi come sta la piramide ACDM alla piramide FHKN, 
cosi starà la piramide ABCM all" altra FGHN . E si- 
milmente si dimostra , che come la piramide ADEM 
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alla piramide FKLN , cosi stia la piramide ACDM al- 
l' altra l’HKN . Laonde dovendo stare un antecedente 
ad un conseguente , come lutti gli antecedenti a tutti 
i conseguenti * ; sarà la piramide ABCM alla pirami-* i V. 
de I*’G HN , come tutta la piramide ABCDEM a tutta 
1' altra FUHKLN . Ma la piramide ABCM sta alla 
piramide FGHN in triplicata ragione del lato AB all’ 
omologo FG ; perciò anche tutta la piramide ABCDEM 
starà a tutta l'altra piramide FGHKLN in triplicata ra- 
gione del lato AB all’ omologo FG. — C. li. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

T Z O K E M A . 

Le basi triangolari delle piramidi uguali sono 
reciprocamente projiorzionali alle altezze: e quelle pi- 
ramidi , die hanno le basi triangolari reciprocamen- 
te proporzionali alle altezze , sono uguali fra loro . 

Sieno le piramidi ugur’i che abbiano le basi lri-^/7g. 8. 
angolari ABC , DEF * , e per vertici i punti G , II : 
dico che le basi, e le altezze di queste piramidi ABCG , 

DEFH sieno reciprocamente proporzionali , cioè che 
come la base ABC alla base DEF , cosi stia l’ altezza 
della piramide DEFH a quella della piramide ABCG. 

Imperoccliè si compiano i parallelogrammi AC , 

AG , GC , come anche gli altri DF , DII , HF ; ed 
, indi si compiano anche i parallelepipedi BGML , EHPO, 
i quali sono compresi rispettivamente da que' piani , e 
dagli opposti ad essi. E poiché le piramidi ABCG, 
DEFH sono uguali ; e che della piramide ABCG >)' è 
sestuplo il parallelepipedo BL , c dell' altra DEFH n'è 
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anche sestuplo 1* altro parallelepipedo EO : perciò que- 
sti parallelepipedi BL , EO saranno uguali , e quindi 
le loro basi BM , EP si reciprocheranno con le altex- 
"34-XI.xe * . Ma come la base BM atla base EP , cosi sta il 
*i5. V. triangolo ABC all* altro DEF * ; adunque starà il tri- 
angolo ABC al triangolo DEF , come V altezza del so- 
lido EO a quella del solido BL . E perciò essendp l 'al- 
tezza del solido BL la stessa dì quella della piramide 
ABCG , e P altezza del solido EO la stessa di quella 
dell’ altra piramide DEFH ; nc segue , che starà pure 
la base ABC alla base DEF » come 1' altezza della pi- 
ramide DEFII all* altezza della piramide ABCG . Laon- 
de le basi , c le altezze delle piramidi uguali ABCG , 
DEFH sono reciprocamente proporzionali . 

Che se le basi delle piramidi ABCG , DEFII si 
reciprochino con le altezze di esse , cioè che stia la 
base ABC alla base DEF , come V altezza della pirami- 
de DEFH all’ altezza della piramide ABCG : dico che 
la piramide ABCG sia uguale all' altra DEFH. 

Imperocché , fatta la medesima costruzione , es- 
sendo la base ABC alla base DEF , come V altezza della 
piramide DEFH a quella della piramide ABCG \ e la 
base ABC olla base DEF , come il parallelogrammo BM 
*i5.V.al parallelogrammo EP * \ sarà il parallelogrammo B.M 
al parallelogrammo EP , come l’ altezza delle- piramide 
DEFH , o di’ è lo stesso quella del parallelepipedo EO, 
all’ altezza della piramide ABCG , cioè del parallelepi- 
pedo BL. Quindi questi parallelepipedi saranno tra loro 
uguali y poiché hauno le basi reciprocamente propor- 
* 34. XI donali alle altezze*: laonde anche uguali dovranno es- 
sere le piramidi ABCG , DEFH , che sono le seste 
parti di tali parallelepipedi . 

E perciò le basi triangolari cc, — C.B.D. 
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PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Ogni cono è la' terza parte del cilindro , che ha 
la medesima base , ed uguale altezza. 

Abbia il cono la medesima base che il cilindro $ 
cioè il cerchio ABCD * , e 1' altezza uguale : dico il cono 
essere la terza parte del cilindro , cioè il cilindro es- 
sere triplo del cono . 

Perciocché, se il cilindro non è triplo del cono, o 
«irà maggiore del triplo , o minore . Sia primieramente 
maggiore del triplo, e descrivasi nel cerchio ABCD il qua- 
dralo ABCD j adunque il quadrato è maggiore della 
metà del cerchio (’) . Sul quadrato ABCD ergasi un 
prisma cosi alto , come il cilindro, il qual prisma sarà 
maggiore dilla metà del cilindro ; perchè se <1 intorno 
al cerchio ABCD si descriva un quadrato , sarà il qua- 
drato descritto di dentro la metà di questo , che è de- 
scritto dintorno \ e sono eretti su queste medesime basi 
i solidi parallelepipedi ugualmente alti , cioè essi prismi *, 
onde tali prismi , sono fra loro come le basì*. Adun-*3a.XI. 
que il prisma eretto sul quadrato ABCD è la metà del 
prisma eretto sul quadrato , che si descrive dintorno al 
cerchio ABCD : ed è il cilindro minore del prisma 
eretto sul quadrato , che si descrive dintorno al cerchio 
ABCD \ il prisma dunque eretto sul quadrato ABCD , 
cosi alto , come il cilindro, è maggiore della metà del 
cilindro . Seghimi le circonferenze AB , BC , CD , DA 
per metà ne’ punti E , F , G , H , e giungami le AE , 

EB , BF , FC , CG , GD , DII , HA j adunque cia- 

(*) Veg. la dim. della Prop. a, di questo Lib. XII. 
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• scnn triangolo AEB , BFC , CGD , DHA è maggiore 
della metà della porzione del cerchio ABCD, nella qua- 
le consìste, come si è dimostrato di sopra (*) . Ergan- 
si da ciascun triangolo AEB , BFC , CGD , DHA i 
prismi cosi alti come il cilindro , onde eziandio cia- 
scuno di tali prismi è maggiore della metà della por- 
zione del cilindro , che è dintorno ad esso ; perchè se 
tiriusi pe’ punti E , F , G , H le parallele alle AB , 
BC , CD , DA , c compiscami in esse AB , BC , CD , 
DA i parallelogrammi , da’ quali si ergano solidi pa- 
rallelepipedi cosi alti , come il cilindro , saranno i 
prismi, che sono su i triangoli AEB, BFC, CGD , DHA 
la metà di ciascuno de' solidi eretti : e sono le porzio- 
ni del cilindro minori de’ solidi parallelepipedi cretti ; 
adunque ancora i prismi , che sono su i triangoli AEB, 
BFC , CGD , DHA , sono maggiori della metà delle 
porzioni del cilindro , che sono in esse . Laonde segan- 
do per mezzo le altre circonferenze , e giungendo con 
linee rette , c da ciascun triangolo drizzando prismi 
cosi alti come il cilindro , e questo facendo sempre , 
*lla fine lasceremo alcune porzioni del cilindro minori 
dell eccesso nel quale il cilindro avanza il triplo del 
’A.XU.Cono * . Lascinsi , e sieno ÀE , EB , BF , FC , CG , 
GD , DH , IIA j adunque il rimanente prisma , la cui 
base è il polìgono AEBFCGDH , e T altezza la mede- 
sima del cilindro , è maggiore del triplo del cono j ma 
il prisma la cui base è il poligono AEBFCGDH , eia 
medesima altezza del cilindro è triplo della piramide 
*cor. i.k cu * ^ )asc e ^ poligono AEBFCGDH , el vertice il 
7* XII. medesimo punto, clic del cono’ . Adunque la pirami- 
de la cui base é il poligono AEBFCGDH , e 1 verti- 
ce il medesimo punto , che del cono , è maggiore del 

(*) Dira. Prop. 2 . di questo Lib.XII. 
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cono , che lui per ha' e il cerchio ABCD : ma è mino- 
re , essendo compresa da esso , che è impossibile ; onde 
non sari il cilindro maggiore, che il triplo del co- 
no . Dico nè anche essere minore , che il triplo 
del cono : perciocché , se egli è possibile , sia il cilin- 
dro minore , che il triplo del cono , sarà , inverten- 
do , il cono maggiore , che la terza parte del cilindro : 
descrivasi nel cerchio ABCD il quadrato ABCD ; adun- 
que il quadrilo è maggiore , eli* la metà del cerchio, 
c sul quadrato ABCD ergasi una piramide , che abbia 
il medesimo vertice , che il cono ; tal piramide eretta 
sarà maggiore , che la metà del cono ; perciocché , co- 
me abbiamo dimostrato , se dentro al cerchio si descri- 
va un quadrato , sarà il quadrato ABCD la metà di 
quello, ch’è descritto dintorno al cerchio; c se datali 
quadrati si ergano solidi parallelepipedi cosi alti , come 
il cono , i quali sono anche prismi , sarà quello , 
che si erge dal quadrato ABCD la metà di quello, che 
è eretto sul quadrato descritto dintorno al cerchio , per- 
chè sono fra loro come le basi"; onde eziandio le ter-»3a.XI. 
le parti di essi* . La piramide dunque , la cui hase*i5. V. 
è il quadrato ABCD , è metà di quella piramide , 
che si erge dal quadrato descritto dintorno al cerchio : 
ma la piramide eretta sul quadrato descritto dintorno 
al cerchio è maggiore del cono , perchè lo compren- 
de ; adunque la piramide , la cui base è il quadrato 
ABCD , e ’1 medesimo vertice che il cono , è maggio- 
re della metà del cono . Seghinsi le circonferenze AB , 

BC , CD , DA per mezzo ne’ punti E , F , G , H , e 
giungansi le AE , EB , BF , FC , CG , GD , DH , 

HA . Adunque ciascuno de' triangoli AEB , BFC, CGD, 

DHA è maggiore , che la metà della porzione del cer- 
chio ABCD , nella quale consiste . Ergansi da ciascun 
triangolo AEB , BFC , CGD , DHA le piramidi , che 
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abbiano i medesimi vertici , elle il cono ; ciascuna dun- 
que delle piramidi erette al medesimo modo è maggio- 
re , clic la metà della porzione del cono , eh' è din- 
torno ad essa : laonde segando per mezzo le altre cir- 
conferenze , e giugnendo le linee l'ette , e da ciascun 
triangolo ergendo la piramide , che abbia il medesimo 
vertice , che il cono , e questo facendo sempre , lasce- 
remo alla (ine alcune porzioni del cono , che saranno 
maggiori dell’ eccesso , nel quale il cono supera la ter- 
za parte del cilindro . Lasciasi , e sieno quelle che so- 
no nelle AE , Eli , BF , FC , CG , GD , DH , HA ; 
adunque la rimanente piramide , la cui base è il po- 
ligono AEBFCGDH , e '1 vertice il medesimo , che del 
cono, è maggiore della terza parte del cilindro : ma la 
piramide la cui base è il poligouo AEBFCGDH , e 1 
a ertice medesimo , che del cono , è la terza parte del 
prisma la cui base è il poligono AEBFCGDH , e la 
/""•medesima altezza, che del cilindro"; onde il prisma 
la cui base è il poligono AEBFCGDH , e la medesi- 
ma altezza , che ilei cilindro , è maggiore del cilindro 
la ali base è il cerchio ABCD : ma è minore , per- 
ciocché da esso è compreso ; clic non è possibile . Non 
è dunque il cilindro minore , che il triplo del cono : 
e si è dimostrato non esser maggiore , che il triplo ; 
onde è necessario, che il cilindro sia triplo de) cono; 
c però il cono è la terza parte del cilindro . 

Adunque ogni couo cc. C B.D. 
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PROPOSIZIONE XI. 

T E O « E M A. 

I coni , e cilindri , clic hanno la medesima al- V. y. 
tota sono fra loro come le basi . 

' Sieno i coni , e cilindri della medesima atterza 'fi e, 1 1 . 
che abbiano jicr basi i cerchi ADCD , EFGH* , e gli 
assi KL , MA' , ed i diametri delle busi AC, EG : di- 
co come il cerchio ABCD al cerchio EFGH , cosi es- 
sere il cono AL al cono EN . 

Se non è cosi, sarà come il cerchio ABCD al Cer- 
chio EFGH , così il cono AL a qualche solido maggio- 
re, o pur minore del cono EN : sia prima ad un mino- 
re , che sia X , e l’ eccesso del cono EN sopra il so- 
lido X sia il solido Z ; adunque il cono EN è uguale 
a' solidi X , Z. Descrivasi uel cerchio EFGH il qua- 
drato EFGH ; che però tal quadrato è maggiore clic 
la metà del cerchio. Ergasi dal quadrato EFGH Una 
piramide cosi alta , come il cono ; la piramide dunque 
eretta è maggiore , che la metà del cono ; perché se 
descriviamo un quadrato dintorno al cerchio , e da esso 
ergiamo una piramide alta come il cono , sarà la pi- 
ramide descritta di dentro metà della piramide de- 
scritta dintorno ; perciocché sono fra loro come le Ita- 
si *. Ma il cono è minore della piramide, eh’ é descritto, XII. 
ta dintorno ; adunque la piramide la cui base è il qua- 
drato EFGH , e 1 vertice il medesimo , che del cono , 
è maggiore della metà del cono . Seghiusi le circonfe- 
renze EF , FG , GH , HE per mezzo ne’ punti O , 

P , R , S , e giungansi le EO , OF , FP , PG , GR , 

RH , HS , SE \ ciascun triangolo dunque EOF , FPG, 

GRH , HSE è maggiore , che la metà della porzione 
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del cerchio nella quale condiste ; ergasi da ciascuno di 
(mesti triangoli una piramide alla come il cono ; adun- 
que ciascuna delle piramidi civile è maggiore della 
porzione del cono , die è in essa . Laonde segando le 
altre circonferenze per mezzo , e grugnendo con linee 
rette , ed ergendo su ciascun triangolo piramidi alle 
come il cono , e questo facendo sempre > laveremo 
alla fine alcune porzioni del cono , clic saranno mi- 
*A.XII.nori del solido Z*. Lasci risi , e sieno quelle, clic 
sono in esse EO , OF , FP , PG , GR , RH , HS , 
SE ; adunque la rimanente piramide , la cui base è il 
poligono EOFPGRHS , e la medesima altezza , clic del 
cono , è maggiore del solido X. Descrivasi nel cerchio 
ABCD il poligono ATBYCVDQ simile, e similmente po- 
sto al poligono EOFPGRHS , e da esso ergasi una pi- 
ramide alla come il cono AL. Perchè dunque è come 
il quadrato della AC al quadrato della EG , cosi il po- 
* i.XII.Hgono ATBYCVDQ al polìgono EOFPGAHS* ; e co- 
me il quadrato della AC al quadrato della EG , così 
4 a XII.il cerchio ABCD al cerchio EFGII 4 j sarà come il 
cerchio ABCD al cerchio EFGII , così il poligono 
* II. V. ATBYCVDQ al poligono EOFPGRHS \ Ma come il 
cerchio ABCD al cerchio E1GH , cosi sta il cono AL 
al solido X ; e come il poligono ATBYCVDQ al po- 
ligono EOFPGRHS , così sta la piramide la cui liasc è 
il primo di quc'poligotii, e *1 vertice il punto L alla pi- 
ramide la cui base è V altro di essi poligoni , c il ver- 
’G.XU.tice il punto N*. Come dunque il cono AL al solido X, 
cosi sta la piramide la cui base è il poligono ATBYCVDQ, 
e '1 vertice il punto L alla piramide la cui base è il 
poligono EOFPGRHS, e 1 vertice il punto IS. Ed è il 
cono AL maggiore della piramide , che è in esso ; 
adunque il solido X è maggiore della piramide , clic 
“ 14 . V.è nel cono EN *: ma n' è minore; il che è assurdo . 
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Non è dunque come il cerchio ABCD di cerchio EFGH, 
cosi il cono AL ad un solido minore del cono EN , 
Similmente si dimostrerà nè anche come il cerchio 
EFGH al cerchio ABCD , cosi essere il cono EN a 
qualche solido minora del cono AL . Diro oltre a ciò 
non essere come il cerchio ABCD al cerchio EFGH , 
cosi il cono AL a qualche solido maggiore del cono 
EN . Imperciocché , se egli è possibile , sia ad un so- 
lido maggiore , che sia I : invertendo si avrà , come 

il cerchio EFGH al cerchio ABCD , cosi il solido I 
al cono AL . Ma come il solido I al cono AL , cosi 
sta il cono EN a qualche solido minore del cono AL*;* i4- V. 
come dunque il cerchio EFGH al cerchio ABCD, cosi i 
il cono EN a qualche solido minore del cono AL ; che 
si è dimostrato impossibile. Laonde non è come il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH , cosi il cono AL a qual- 
che solido maggiore del cono EN : e si è dimostrato 
non essere anche ad un minore ; adunque come il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH , cosi è il cono AL al 
cono EN . È poi come il cono al cono , cosi il cilin- 
dro al cilindro"; perciocché l'uno è triplo dell'altro * : * i5.V. 
adunque come il cerchio ABCD al cerchio EFGH, cosFio.XH, 
i cilindri , che sono in essi ugualmente alti a' coni. 

Laonde i coni , e cilindri ec. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XII. 

T E O E E H A. 

I coni , e cilindri simili sono fra loro in tri- y. ff, 
plicata ragione di quella , che hanno i diametri 
dPile basi . 

•» 
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Sieno i coni , c cilindri simili , le cui basi sieno 
7fyr 1 3. i ceri Li ABCD , EFGH * , ed i diametri delle basi 
AC , EG , c KL , IMA gli assi de' coni , e cilindri : 
dico il cono la cui Lise c il cerchio ABCD , e '1 ver- 
tice il punto L , al cono la cui' base è il cerchio EFGH, 
cì vertice il punto N , avere ragione triplicata di quel- 
la , che ha AC ad EG . Perciocché se il cono ABCDL 
al cono EFGH A 7 non ha ragioue triplicata di quella , 
che ha AC ad EG j avrà il cono ABCDL a qualche 
solido minore , ovvero ad un maggiore del cono EFGIIN 
ragioue triplicata di AC ad EG : P ahhia prima ad un 
minore , che sia X . Facciasi la stessa costruzione , 
che nella precedente proposizione , c si dimostrerà si- 
milmente, che la piramide che ha per hase il polìgo- 
no EOFPGRHS , e per vertice il punto N , sia mag- 
giore del solido X . Giungansi le KQ , MS . E per- 
chè il co xo ABCDL c simile al cono EFGHX , dovrà 
yj 1 stare AC ad EG , come Passe KL all' asse MA * : ma 
AC sta ad EG , come AK ad.EM. Laonde starà AK 
ad EM , comi- KL ad MA *, e permutando AK a KL, 
come EM ad MA : ma gli angoli AKL , EMA sono 
uguali , perchè retti j adunque i triangoli AKL, EMA, 
< he hanno i lati proporzionali dintorno agli angoli u- 
’G. Vl.guali , saranno simili * . E perchè AK sta a KQ, come 
EM ad MS , e che queste rette comprendono gli ango- 
li ugnali AKQ , EMS, conci ossi achè qual parte è l'an- 
golo ÀKQ di quattro retti, clic sono al centro K, tal 
sia l'angolo EMS di quattro retti, che sono al centro 
*G. YI.M ; sarà il triangolo AKQ simile al triangolo EMS’ . 
Inoltre poiché sta AK a KL , con»* EM ad MA , e 
che AK è uguale a KQ , EM ad MS, sarà QK a KL , 
come SM ad MA ; ma gli angoli QKL , SMA sono 
uguali , perchè retti ; omle il triangolo LKQ è sinule 
al triangolo AMS . Di più essendo , per la similituili- 
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nt dei triangoli* AKL , EMN , LA ad AK , come NE 
ad EM j c per la similitudine dei triangoli AKQ , EMS 
essendo pure KA ad ÀQ' ? come ME ad ES ; sarà , per 
«qualità , LA ad AQ , come NE ad ES *. Or perché* aa.V« 
sono simili i triangoli LQK , NSM , sta LQ a QK , 
come NS ad SM; e per gli altri triangoli simili KAQ, 

MES , sta KQ a QA , come MS ad SE ; onde sarà , 
per equalità , QL a QA , come SN ad SE . Ma si è 
dimostrato essere QA ad AL , come SE ad EN ; laon- 
de , di nuovo ppr «qualità , starà QL ad LA , come 
SN ad NE , ed i triangoli LQA , NSE avendo i lati 
proporzionali , sono equiangoli, e simili *: onde la pi-* 5. VI. 
ramide da* ha per base il triangolo AKQ , e per ver- 
tice il punto L è simile alla piramide , che ha per 
base il triangolo EMS , c per vertice il punto N ; men- 
tre queste hanno gli angoli rispettivamente uguali * , ¥ A. XI. 
e sono contenute dallo stesso numero di piani simili . 

Ma le piramidi sìmili , c die hanno le basi triangola- 
ri , sono In triplicata ragione di quella de’ lati omo- 
loghi * ; adunque la piramide ÀKQL sta alla pirami-* 8. XII. 
de EMSN in triplicata ragione di quella , die ha AK 
ad EM . Similmente da’ punti t) , V , C, Y, B, T a 
K, e da' punti H, R, G, P, F, O ad M tirando linee 
rette, e da’ triangoli drizzando le piramidi che abbiano 
gli stessi vertici , che il cono , dimostreremo ciascuna 
piramide del medesimo ordine a ciascuna dell'altro ordine 
avere triplicata ragione di quella , che ha il lato AK 
al lato omologo EM , cioè , che AC ad EG . Ma 
siccome uno degli antecedenti sta ad uno de' conscguen- 
ti , così tutti gli antecedenti a tutti i conseguenti * ; è* 12 . V. 
dunque come la piramide AKQL alla piramide EMSN, co- 
sì tutta la piramide la cui base è il poligono ATBYCVDQ, 
e ’l vertice il punto L a tutta la piramide la cui base 
è il poligono EOFPGRHS , e ’l vertice il punto N ; 
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onde la piramide la cui base è il poligono ATBYCVDQ, 
e *1 vcrticx* il punto L alla piramide la cui base è il 
poligono EOFPGRHS , e’1 vertice il punto N ha ra- 
gion triplicata di quella, clic ha ÀC ad EG : e si po- 
ne il cono la cui base è il cerchio ABCD , e 1 verti- 
ce il punto L al solido X avere ragion triplicata di 
quella , che hi AC ad EG . Adunque come il cono 
la cui base è il cerchio ABCD , e '1 vertice il punto 
L al solido X , cosi è la piramide la cui l>ase è il po- 
ligono ATBYCVDQ, el vertice il ppnto L alla pi- 
ramide la cui base è il poligono EOFPGRIIS, e ’l ver- 
tice il punto X. Ed il detto cono è maggiore della pi- 
ramide , che è in esso , perciocché la comprende ; a- 
dunque eziandio il solido X è maggiore della pirami- 
de la cui base è il poligono EOFPGRHS, e ’l vertice 

* 1 4/V .il punto N * : ma é minore; che è impossibile . A- 

dunque il cono la cui base è il cerchio ABCD , e ’l 
vertice il punto L a qualche solido minore del cono 
la cui base è il cerchio Eh GII , e *1 vertice il punto 
N , non ha ragion triplicata di quella , che ha AC ad 
EG. Similmente dimostreremo nè anche il cono EFGHN 
a qualche solido minore del cono ÀBCDL avere tri- 
plicata ragione di quella, che ha AC ad KG. Or dico, 
che nè anche il cono ABCDL ad un solido maggiore 
dei cono EFGHN possa avere ragione triplicata di 
quella , che ha AC ad EG . Perciocché , se egli è pos- 
sibile , 1' abbia a qualche solido maggiore , che sia Z ; 
invertendo il solido Z al cono ABCDL , avrà ragion 
triplicata di quella , che ha EG ad AC : ma come il 
solido Z al cono ABCDL , così sta il cono EFGHN 

* 4'V.a qualche solido minore del cono ABCDL*; quindi 

ancora il cono EFGHN ad un solido minore del cono 
ABCDL avrà ragione triplicata di quella , che ha EG 
ad AC j che si è dimostrato impossibile . Adunque il 
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cono ABCDL ad un solido maggiore del cono EFGHN 
non ha ragion triplicata di quella , che ha AC ad EG : 
e si è dimostrato nè anche ad un minore ; onde il co- 
no ABCDL al cono EFGHN ha ragion triplicata di 
quella di AC ad EG . Ma come il cono al cono , 
cosi il cilindro al cilindro ; perciocché il cilindro , che 
consiste nella medesima base che il cono , ed è ugual- 
mente alto , è triplo del cono * ; onde avrà pure il* io. XII. 
cilindro al cilindro ragion triplicata di quella , che ha 

AC ad EG . 

Che perciò i coni, e cilindri simili , ec~—C.B.D. 
PROPOSIZIONE XIII. 

T E O H E M A. 

Se il cilindro sia segato da un p : ano paralle- FI JV. 
lo a’ piani opposti , starà come il cilindro al cilin- 
dro , così 1* asse all’ asse . 


Sia il cilindro AD * segato dal piano GII paral-^g. i3. 
lelo a’ pioni opposti AB , CD , il quale incontri V asse 
EF nel punto K $ c la linea Gli sia la comune sezione 
del piano GII , e della superficie del cilindro AD ; sia 
di più AEFC quel parallelogrammo rettangolo , die 
rivolgendosi dintorno al lato EF descrive il cilindro 
AD * , e la linea netta GK sia la comune sezione dePdai.XI. 
piano GH coll’ altro AEFC. E poiché i piani paral- 
leli AB , GH souo segati dal piano AEKG » le loro 
comuui sezioni AE , GK saranno parallele * : quindi’iG. XI. 
AK è parallelogrammo rettangolo , il quale perciò 
nel rivolgersi dintorno ad EK descriverà un cilin- 
dro, cd il suo lato GK opposto ad AE descriverà un 
cerchio , il cui centro sarà il punto K $ e tal cer- 
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cliio essendo lo slesso che la sezione GH , è chiaro , 
che il piano GH divida il cilindro AD ne' due cilindri 
AH, GD , clic sono tjtielli , che verrebbero descritti 
dalla rivoluzione de’ parallelogrammi AK , GF intor- 
no alle EK , KF . Or io dico che stia il cilindro All 
al cilindro 1IC , come 1’ asse EK all' asse KF. 

Si prolunghi 1’ asse FE dall’ una e 1’ altra par- 
te , e poi si taglino quante si vogliano EN , NL u- 
guali alla EK ; c quante altre nc piaccia FX , SM 
uguali alla KF ; e per gli punti L , N , X , SI si ti- 
rino i piani paralleli ad essi AB, CD : si dimostrerà, 
come si è fatto del piano GH , che le comuni sezioni 
di que’ piani, e della superficie del cilindro prolunga- 
to , sieno cerchi , ■ quali hanno per centri i punti L, 
N , X , M ; e che tali piani tronchino i cilindri OS, 
HB , CY , TQ . Ciò premesso , i tre cilindri OS , BB , 
AH , avendo uguali le altezze LN , NE , EK , dovran- 
•li.XH.no esser tra loro come le basi * ; e perciò quelli sa- 
ranno uguali al pari di queste : adunque il cilindro 
OH , e l'asse suo LK sarauno ugualmente mulliplici 
del cilindro AH, e del suo asse EK . E similmente si 
dimostrerà , che il cilindro GQ , e'1 suo asse KM sic- 
no ugualmente mulliplici del cilindro GD , e del suo 
asse KF . Or é chiaro , che se 1' asse LK del cilindro 
OH sia maggiore dell* asse KM dell' altro cilindro GQ, 
anche quel cilindro c maggiore di questo \ e che se 
l'asse LK fosse uguale, o minore dell'asse KM, an- 
« he il cilindro OH sarchile uguale , o minore del ci- 
lindro GQ . Adunque sono quattro grandezze , cioè i 
due assi EK , KF , «1 i due cilindri BG , GD , ed es- 
sendosi presi qualunque ugualmente mulliplici dell’ asse 
EK, e del cilindro BG , cioè l'asse KL, ed il cilindro 
OH ; come pure dell’ ass<? KF , e del cilindro GD es- 
sendosi presi qualunque altri ugualmente mulliplici, cioè 
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1' asse KM , ni il cilindro GQ , si e dimostrato , clic 
se l’ asse KL è maggiore dell’ asse KM , anche il cilin- 
dro OH è maggiore del cilindro GQ ; e se uguale , u- 
guale ; se minore , minore : dovrà dunque stare l' asse 
LK all’ asse KF , cerne il cilindro BG al cilindro 5. V. 

E perciò se un cilindro cc. — • C. B . D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

I coni , e cilindri , clic hanno le basi uguali , 
sono Ira loro come le altezze . 

Sulle basi uguali AB, CD * sieno posti i cilindri^#. nf* 
EB , I'D : dico che come il cilindro EB al ciliudro 
ED , cosi stia r asse GII all" asse KL . 

Si prolunghi l’asse KL di uno di essi cilindri in 
N , e poi troncata la LN ugnale alla MG , s’ intenda 
dintorno all’ asse LN formato il cilindro CAI . E poi- 
ché i cilindri EB , CM hanno la medesima altezza , 
saranno come le loro basi AB , CD* : ma queste sono* 11 XH. 
uguali ; quindi anche uguali saranno i cilindri EB , 

CM . Or essendosi il cilindro FM segato col pia- 
no CD parallelo a’ suoi piani opposti $ dovrà il cilin- 
dro CM serbare all’altro ED la stessa ragione dell'asse 
NL .all’asse LK *: ma il cilindro CM è uguale al cilin-*i3.XIL 
dro EB, e 1’ asse LN all’ asse GII } quindi sarà il cilindro 
EB all'altro ED, come l'asse GII del primo ali asse LK 
dell’altro. E poiché come il cilindro EB all' altro I'D, 
così sta il cono ABG al cono CDK , essendo i cilindri 
tripli de* coni*} sarà j lercio come l'asse GII all’ asse* io. XII. 
KL, così il cono ABG al cono CDK . 

Adunque i coni , e cilindri cc. — * C. lì. I). 
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PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Le basi de* cilindri , c coni uguali sono reci- 
procamente proporzionali alle altezze : c quc* coni , 
e cilindri le cui basi sono reciprocamente proporzio- 
nali alle altezze , sono uguali fin loro • 

*J!g. i5. I cerchi ABCD, EFG li * descritti dintorno a’ dia- 

metri AC , EG sieno le basì di due cilindri , e di due 
coni uguali , e KL , MN i loro assi , che sono anche 
le loro altezze : dico che le basi, e le altezze de' cilin- 
dri uguali AX , EO sieno reciprocamente proporziona- 
li , cioè che stia la base ABCD alla base EFGH , co- 
me T altezza MN all' altezza KL. 

Imperocché Y altezza KL o è uguale all' altezza 
MN , o gli è disuguale . Gli 6Ìa primieramente ugua- 
le : c perchè il cilindro AX è uguale al cilindro EO , 
*n. XII. cd i cilindri ugualmente alti sono come le basi * ; dovrà 

* A V. essere anche la base ABCD uguale alla base EFGH * . 

Laonde la base ABCD sta alla base EFGH , come l' al- 
tezza MN all' altezza KL . 

Clic se le altezze KL , MN non sieno uguali , ma 
sia MN la maggiore di esse : si tagli dalla MN la PM 
uguale alla KL , e poi seghisi il cilindro EO col pia- 
no TYS tirato per P parallelo a’ piani opposti de’cer- 
clii EFGH , RO ; sarà cerchio la comune sezione di 
quel piano, e del cilindro. Ed essendo il cilindro AX 
uguale all* altro EO , dovranno serbare al cilindro 

* n. V.ES la stessa ragione* . Ma il cilindro AX sta ' al ci- 

lindro ES, come la base ABCD alla base EFGH ; poi- 
*n. XII. che hanno la sless’ altezza*; ed il cilindro EO sta ali ai- 
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Irò ES, come MN ad MP * poiché il cilindro EO è 
segato dal piano TYS parallelo a' piani opposti*. Adun-*i3.XIl. 
tpie starà la base ABCD alla base EFGH, come I 1 al- 
tezza MN all’ altezza MP , o sia KL : cioè le basi de 1 ci- 
lindri ugnali AX , KO si reciprocano con le altezze . 

Sicno ora reciprocamente proporzionali le basi , e 
le altezze de* cilindri AX , EO, cioè stia la base ABCD 
alla base EFGH, come l'altezza MN all'altezza KL : 
dico clic il cilindro AX sìa uguale al cilindro EO . 

Imperocché se fosse la base» ABCD ugnale* alla base 
EFGIJ, é cltiaro clic dovrebbe essere anche l'altezza MN 
uguale all'altezza KL 5 e perciò il cilindro AX ugua- 
le al cilindro EO . Che 'se poi non è la base ABCD 
uguale alla base EFGII , sia ABCD la maggiore . Ed 
essendo la base ABCD alla base EFGH , come T altez- 
za MN all’ altezza KL , sarà anche MN maggiore di 
KL*. Laonde, fatta la stessa costruzione della par-* A. V., 
te precedente , poiché come la base ABCD alla base 
EFGH , così sta 1' altezza MN all’ altezza KL , o MP, 
emendo KL uguale ad MP , ed è poi la base ABCD 
alla base EFGH , come il cilindro AX all' altro ES , 
perchè souo ugualmente alti * $ ed inoltre sta 1' altez-*n.XIL 
za MN all’ altezza MP , o KL , come il cilindro EO 
allo stesso ES : perciò starà il cilindro AX all' altro 
ES , come il cilindro EO allo stesso ES ; quindi il ci- 
lindro AX è uguale al cilindro EO* . E così pure si * 9 . V. 
dimostrerà per gli coni . — - C.B.D. 


Digitized by Google 



lAn.it. 3ao 


all ELEMENTI 


PROPOSIZIONE XVI. 

PROBLEMI. 

V. y. Dnli due corchi concentrici (*) , ^scrivere nel 

maggiore di essi un poligono di lati uguali , ed in 
numero pari , il quale non tocchi il cerchio minore. 

Sieno ABDC *, abd i due cerchi proposti , di-scrit- 
ti dintorno al comune centro O : Bisogna iscrivere 
nel maggiore di essi ABDC un poligono di lati ugua- 
li, ed in numero pari , il qual non torchi il cerchio 
minore abd. 

Per lo centro comune O di que' cerchi si tiri la 
linea retta BD , e dal suo estremo D si tiri al cer- 
chio b da la tangente DuA ; indi si divida la semicir- 
conferenza BAD per metà , la metà'di nuovo [>er metà, 
e lo stesso facciasi sempre , alla fine Insteremo un arco 
‘A. XII. minore dell' altro ACD“: suppongasi esser questo l’arco 
CD , e si giunga la linea retta CD ; sarà questa il lato 
del poligono cercato . 

Imperocché essendo l' arco DCA maggiore dell’ arco 
CD , la corda CD di questo dovrà cadere al ili là della 
corda AD di quello , per rispetto alla circonferenza 
bad -, e quindi siccome la linea ietta DA tocca il cer- 
chio abd, cosi l'altra DC non dovrà nè metto toc- 
carlo . E però se nel cerchio ABDC adalteransi suc- 
cessivamente linee rette ugnali a questa DC , si verrà 
a descrivere in esso un poligono di lati uguali , ed in 
numero pari , che non toccherà il cerchio minore abd. 
— C. B. D. 

(*) cioè , dintorno al medesimo centro. 
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Scolio. V. fi. 

Che se fossero dati i due archi di cerchio DCE , 
d ac descritti dintorno al comune centro O , e termi- 
nati in una delle parti da una stesso linea retta BOD 
condotta pel loro comune centro O ; e SÌ volesse divi- 
dere 1 ’ esteriore di essi DCE in tal numero di parli u- 
guali , sicché alcuna delle linee rette tirate per due 
punti prossimi di tali divisioni non potesse incontrare 
1* altro arco d ac : c chiaro che si otterrebbe ciò che 
si dimanda, tirando per un estremo D dell' arco esteriore 
DE la tangente Da A all’ altro arco d a c , o al cerchio 
della cui circonferenza quest’ arco è parte , e poi di- 
videndo sempre per metà l’arco DE, finché si perven- 
ga ad un arco DC minore di DA . 

PROPOSIZIONE XVII. 

teorema. 

Se la circonferenza di un semicerchio si divida 
continuamente per metà quante volte si voglia , e 
si giungano i punti prossimi delle divisioni; e clic 
poi latta un'identica operazione in lui altro semicer- 
chio , s’ intendano quoti rivolgersi insieme co’ retti- 
linei clic contengono dintorno a’ rispettivi diametri : 
i solidi che da essi rettilinei si descrivono saranno 
tra loro in triplicata ragione di quella de’ diametri . 

Sieno RAG , EDF * due semicerchi , e BC , EF fjtg- 17. 
i loro diametri ; e la circonferenza BAC dell' un di 
essi si divida continuamente per metà , e si giungano 
i punti prosimi delle divisioni per mezzo delle BG , 

GII , III , IÀ , cc. \ e lo stesso si pratichi nell* altro 
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semicerchio , sicché ne risalii «u questo un semipol.go- 
no di Ugual numero di lati al precedentemente descrit- 
to nel semicerchio BAC : dico che rivolgendosi i semi- 
cerchi BAC , EDF una co’ semipoligom BGHIAC , 
EKLMDF in esù compresi dintorno a rispettivi dia- 
metri BC , EF , si genereranno da que' semipoligom 
due solidi , i quali saranno l’ uno all' altro in triplica- 
ta ragione di quella del diametro BC all’ altro EF. 

Da’ centri O , V de’ cerchi a’ punti corrispon- 
denti G , K delle due divisioni si tirino i raggi OG , 
VK, e dai punti G, K si tirino le perpendicolari GIS, 
KP a' diametri CB , FE . E poiché quella parte che 
1' angolo GOB di quattro retti dintorno al centro O , 
la stessa è 1’ angolo KVE dei medesimi quattro retti 
dintorno al centro V ; perciò sarà 1’ angolo GOB 
uguale all’ altro KVE ; c quindi ciascuno degli an- 
goli alla base del triangolo isoscele GOB sarà uguale 
a ciascun di quelli alla base dell’ altro triangolo isoscele 
•5c3a.I.KVE" . Adunque sarà l’angolo GBN uguale all’altro 
KEP : ma è pure 1’ angolo retto BNG uguale all al- 
tro EPK ; quindi i triangoli BIS'G , EPE saranno si- 
4 ^ , niili } e perciò dal loro rivolgimento dintorno alle UN , 

XI. 1 EP si genereranno due coni simili * , e 1 un di que- 
” si.XII.sti starà all'altro in triplicata ragione di GN a KP”, 
o di OG ad VK , o di OB ad VE . Or giungami le 
OH , VL , si prolunghino le HG , CK sino ai dia- 
metri CB , FE in S , T , e da’ punti li , L si tirino 
ai diametri suddetti le perpendicolari HQ , LR . Ed 
essendo l’angolo BOH uguale all’angolo EVL , per- 
ché 1' un di essi è doppio dell’ angolo GOB , e 1' altro 
di KVE , clic poc’ anzi si sono dimostrati uguali ; ed 
inoltre 1’ angolo OHG essendo uguale all’ angolo V EK ; 
viri il rimanente angolo OS1I del triangolo OHS u- 
gu.de al rimanente angolo VTL dell’ altro triangolo 
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VLT . Laonde i due triangoli IIQS , I.RT rettango- 
li in Q , H saranno simili ; e perciò anche simili sa- 
ranno i coni che essi generano rivolgendosi dintorno -'*) 
a QS, RT ; e 1’ un di i]nesti starà all’altro in tripli- 
cata ragione di HQ ad LR * , o sia di OH ad VL , o’uXII. 
di OB ad VE . Ma per esser simili tra loro i trian- 
goli GNS , KPT , sta il cono generato dal primo nel 
rivolgersi dintorno ad NS a quello che genera il se- 
condo rivolgendosi dintorno a l’T , in triplicala ra- 
gione di GN a KP , o di OB ad VE . Adunque sta- 
rà il cono descritto dal triangolo HQS a quello che 
descrive l’ altro triangolo LRT , come il cono genera- 
to dal triangolo GNS al cono generato dal triangolo 
KPT ; e quindi starà pure il solido generato dal trapezio 
IIQN’G rivolgendosi dintorno al lato NQ al solido ge- 
nerato dal simile trapezio LRPK rivolgendosi dintorno 
ad RP , come il cono generato da GNÌS a quello generato 
da KPT*, e perciò in triplicata ragione di OB ad VE. *ig. V. 

Similmente , tirate dai punti I , M su i diametri 
BC , EF le perpendicolari IX , MY , si dimostrerà 
elici solidi descritti dal rivolgimento de’ trapezi! 1XQH, 

MYRL dintorno ai lati X(j , YR sieno tra loro in 
triplicata ragione di OB ad VE ; e cosi in seguito . A- 
dunque essendo le ragioni del cono descritto dal trian- 
golo BNG al cono descritto dal triangolo EPK , e quel- 
le dei solidi descritti dai corrispondenti trapezii HQNG, 

LRPK ; IXQH , MYRL ; IAOX , MDVY rispettiva- 
mente uguali alla triplicata ragione di OB ad VE ; sa- 
rà anche il solido generato dall' intero semipoligouo 
BGH1AC, nel rivolgersi dintorno a BC, a quello che 
si genera dall’ altro semipoligono EKI.MDF, rivolgen- 
dosi dintorno alla EF, in triplicata ragione di OB ad 
VE * , o di CB ad FE . ' 

Che perciò , se la circonferenza ec. — C.B.D. 

7 


il. V. 
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PROPOSIZIONE xvm. 

TEOREMA. 

y N, Le sfere sono tra loro in triplicata ragione di 
quella de’ loro diametri . 

*j!g.i8. Sieno le sfere descritte dintorno ai diametri BC , 
EF * , dai semicerchi BAC , EOF : dico che la sfera 
che ha per diametro BC stia a quella che ha EF per 
diametro in triplicata ragione di BC ad EF. 

Se non è così , la sfera che ha per diametro BC 
ad una sfera minore di quella che ha EF per diame- 
tro , o ad una maggiore serberà triplicata ragione di 
BC ad EF *, sia primieramente questa ragione triplica- 
ta uguale a qui Ila della sfera che ha per diametro AB 
ad altra minore di quella del diametro EF , e quin- 
di descritta dal semicerchio ciìf minore dell'altro EDF, 
e che suppongasi concentrico a questo. Si divida con- 
tinuamente por metà la semicirconferenza EDF, finché 
si pervenga ad iscrivere nel semicerchio EDF la metà 
EIIDIF di un poligono di numero pari di lati u- 
'iG.XIl.guali , il «piale non tocchi il cerchio minore tdf*\ 
e poi si divida continuamente per metà l’ altra semi- 
circonferenza BAC tante volte , quante volte si è così 
divisa la semicirconferenza EDF: si verrà per tal mo- 
do ad iscrivere anche nel semicerchio ABC la metà 
BKALC di un poligono di numero pari di lati uguali 
simile a quello di cui EHDIF era metà. Or se i 
due semipoligoni BKALC , EHDIF s' intendano rivol- 
gersi insieme coi semicerchi ne' quali sono iscritti , e 
con l'altro e<ÌJ intorno ai rispettivi diametri , si ver- 
ranno da que' semipoligoni a descrivere due solidi i- 
scritti nelle sfere , che si generano in tal rivolgimento 
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da' semicerchi BAC , EDF ; e di più è manifesto, che 
il solido descritto dal semipoligono E11DIF non possa 
toccare la sfera che descrivesi dal semicerchio cdf. 

Laonde dovendo stare il solido descritto dal semipoli- 
gono BKALC a quello che descrive 1’ altro EKD1F in 
triplicata ragione di BC ad EF* ; e questa ragione* 17 . XII. 
essendosi supposta uguale all’ altra della sfera che ha per 
diametro BC a quella clic ha per diametro e f , dovrà 
anche stare la sfera del diametro BC a quella del dia- 
metro ef , come il solido descritto dal scmi]»oligono 
BKALC all'altro che si descrive dal semipoligono EHDIF. 

Quindi siccome la sfera del diametro BC è maggiore 
del solido descritto dal semipoligono BKALC eh' è in 
essa, cosi dorrebbe anche la sfera del diametro cf 
esser maggiore del solido descritto dal semipoligono 
EHDIF * : ma n’ è minore , perchè questo la compren-'nj. V. 
de ; e ciò è impossibile . Non può dunque la triplica- 
ta ragione di BC ad EF essere uguale alla ragione della 
sfera del diametro BC ad altra sfera minore di quel- 
la che ha EF per diametro . E similmente si dimo- 
strerebbe , che la ragione triplicata di EF a BC non 
possa pareggiare la ragione della sfera del diametro EF 
ad altra sfera minore di quella del diametro BC . 

Dico inoltre , che non possa la ragion triplicata 
di BC ad EF essere uguale a quella della sfera del dia- 
metro BC ad una sfera maggiore di quella , che ha 
EF per diametro. Poiché , s' è possibile, sia questa nuo- 
va sfera quella che descrivesi dal semicerchio STV , 
maggiore dell" altro EDF : starà , invertendo , la sfera 
descritta dal semicerchio STV , cioè quella che ha per 
diametro SV , alla sfera che ha per diametro BC , in 
triplicata ragione di EF a BC . Ma la sfera che ha 
per diametro SV sta a quella che ha per diametro BC, 
come la sfera il cui diamclro è EF ad altra sfera 


Digitized by Google 



Lib. ia. 3j6 oli r. le mesti 

* i ì V. minore (li quella del diametro BC *. Adunque dovreh- 
l«e la triplicata ragione di EF a BC pareggiar la ragio- 
ne della sfera del diametro EF ad una sfera minore 
di quella clic ha BC per diametro : la qual cosa si è 
già dimostrala impossibile . Quindi nè anche può esse- 
re la triplicata ragione di BC ad EF uguale a quella 
della sfera, che lui per diametro BC , ad altra sfera mag- 
giore di quella che ha per diametro EF . Si è poi di- 
mostrato , che tal ragione triplicata nè pure poteva es- 
ser quanto quella della sfera del diametro BC ad una 
sfera minore dell' altra il cui diametro sia EF. Adunque 
dovrà necessariamente essere la sfera del diametro BC 
a quella (lei diametro EF , in triplicata ragione di BC 
ad EF. — C.JB.n. 


FISE DEL LIBRO XII. 
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IL DECIMOTERZO LIBRO 

DEGLI ELEMENTI 

D 1 

EUCLIDE 

{ DELLA GEOMETRIA a H050. ) 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA (*). 

Se il maggior segmento di una linea retta di- 
visa in estrema, e media ragione si divida per metà, 
il quadrato di questa metà sarà quinta parte di quello 
die si descrive dalla composta da essa , e dall’altro 
segmento . 

f 

Sia AB * la linea retta divisa in estrema, e m i. 
dia ragione in C , e ’l maggior segmento AC sia divi- 
so per metà in D . Ed essendo il quadralo di DB u- 
guale al rettangolo di AB in BC più Ù quadrato di DC*;* 6. II. 
e questo rettangolo uguale al quadrato di AC * ,*i j.VI. 
quadruplo di quello di DC*; sarà perciò quel quadra-* J J 

to di DB uguale a cinque quadrati di DC.— C.B.D. 

(*) Prop. 3. Lib. XIII. Eud. 

** 
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PROPOSIZIONE IL 

•f E O E B U A (*). 

Se una linea retta sia divisa in estrema, e me- 
dia ragione i quadrati di tutta La linea retta , e 
della parte minore saranno il triplo del quadrato della 
parte maggiore . 

’fìg. a. Sia la linea retta AB * divisa in C , come si è 
detto ; sarà il quadrato di AB una con I' altro di BC 
uguale al doppio rettangolo di AB , BC una col qua- 
» 7 . H.drato di AC * : ma il rettangolo di AB , BC è ugua- 
"i^.VI.le al quadrato di AC * ; e quindi il doppio di quel- 
lo al doppio di questo . Adunque il quadrato di A B 
una con quello di BC è il triplo del quadrato in AC. — 
C. li. D. 

proposizione m. 

TEOREMA ("*). 

Se una linea retta si divida in estrema, e me- 
dia ragione , e poi le si aggiunga per dritto il mag- 
gior segmento; l’intera linea retta risulterà anche di- 
visa in estrema , e media ragione ; ed il segmento 
maggiore sarà La linea ' retta , che si era posta da 
principio ■ 

'fig. 3 . Sia la linea retta AB’ divisa in estrema, e media 
ragione nel punto C , e per diritto ad essi si ponga 
la AD uguale alla AC . 

(*) Prop. 4. Lib. XIII. Duci. 

(**) Prop. 5. Lib. XIII. End. 
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E poiché BA sta ad AC, come AC a CB ; sarà , 
invertendo , AC a BA, come CB ad AC * , e cornpo-* D. V. 
nendo BD a BA, come BA ad AC * , o sia ad AD :* 18.V. 
perciò la BD è divisa in estrema , e media ragione in 
A , ed AB è il maggior segmento . — C.B.D. 

PROPOSIZIONE IV. 

T E o a * M Jl (*). 

Se tre angoli di pentagono equilatero sieno u- 
guali , o clic si succedano , o no , il pentagono sarà 
equiangolo . 

Sieno primieramente uguali gli angoli successivi in^g. 4. 
A , B , C * del pentagono ABCDIi : si tirino le AC , 

BE , FD . E poiché le due CB , BA sono uguali alle 
due EA , AB , e 1 ’ angolo CBA è uguale all' angolo 
BAE , sarà CA uguale a BE , l’angolo BCA uguale 
all'angolo AEB , e l'angolo BAC , o sia BAF uguale 
all'altro ABE , o sia ABF . Laonde essendo uguali gli 
angoli BAF , ABF , sarà AF uguale ad FB , e per 
conseguenza anche FC sarà uguale ad FE : è pure CD 
uguale a DE , e DF comune ; quindi sarà l' angolo 
FCD uguale all’ altro FED . Ma l’ angolo FCB era 
pure uguale all' altro FEA : quindi sarà tutto 1 ' ango- 
lo BCD uguale all' altro AED ; c perciò quest’ ango- 
lo pareggerà ancora ciascun di quelli in A, ed in B . 
Similmente si dimostra , che ad essi sia uguale l' angolo 
CDE : adunque il proposto pentagono sarà equiangolo. 

Non sieno ora contìgui gli angoli uguali ; ma si 
Bene sieno essi quelli in A , C , D : giungasi BD . E 

(*) Trop. 7. Lib XIII. Eucl. 


Digitized by Google 


Ln. 1 3. 33o 


OLI ■ L I M I * T I 


poiché le due BA , AE sono uguali alle due BC , CD, 
e comprendono angoli uguali , sarà la base BE uguale 
alla base BI) , 1' angolo AEB all'angolo CDB, e l'an- 
golo ABE all' altro CBD . Ma è pure 1’ angolo BED 
uguale all' angolo DDE ; poiché si è dimostrata BE u- 
gualc a BD . Adunque tutto 1' angolo AED sarà ugua- 
le a tutto 1’ altro CDE ; e perciò anche a quelli in A 
ed in C , ai quali si dimostrerà similmente essere u- 
guale 1' angolo ABC . Quindi il proposto pentagon o è 
equiangolo . — C.B.D. 

PROPOSIZIONE V. 

t a o a a m L (’). 

y. x. Se i lati dell’ esagono, e decagono regolari de- 

scritti nel cerchio si compongano in linea retta ; sarà 
tutta la linea retta divisa in estrema, e media ragio- 
ne , e la porzione maggiore sarà lato dell’ esagono . 

‘Jig. 5. Sia il circolo ABC , e BC il lato del decagono re- 
golare iscrittibile in esso , CD quello dell' esagouo po- 
sti per dritto , dico tutta la linea retta BD esser di- 
visa in estrema, e media ragione in C, e CD la mag- 
gior porzione di essa. 

Imperocché preso il centro E del cerchio , giun- 
gami le Eli , EC , ED , e producasi la BE in A . 
E perché BC è lato del decagono regolare , la circon- 
ferenza ACB sarà quintupla dell' altra BC ; e perciò 
di questa ne sarà quadrupla la circonferenza AC . Ma 
come la circonferenza AC all' altra CB , cosi sta Tan- 

• 37 .VI.golo AEC all' angolo CEB"; adunque l'angolo AEC è 

(*) Prop. g. Lib. XIII, Eucl. 
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quadruplo dell’ angolo CEB . E poirliè 1' angolo EBC 
è uguale all’ altro ECB , sarà 1’ angolo AEC dop- 
pio dell' altro ECB * : è poi la linea retta EC ugua-‘3l. 1. 
le alla CD , essendo ciascuna quanto il lato dell’ esa- 
gono isrrillihilc nel cerchio ACB , e però 1’ angolo 
CED è uguale all’ angolo CDE ; quindi l’angolo ECB 
è doppio di EDC ; che perciò 1’ angolo AEC è qua- 
drupla di EDC : si era pur dimostrato quadruplo di 
BEC ; adunque sarà 1’ angolo EDC uguale all’ angolo 
BEC. È inoltre 1’ angolo EBD comune ai due triangoli 
BEC , BED i quindi il rimanente angolo BED sarà 
uguale al rimanente ECD , ed il triangolo EBD sarà 
equiangolo, e simile al triangolo EBC . Laonde come 
DB a BE , cosi sta EB a BC : ed è EB ugu de a CD ; 
perciò come BD a DC , cosi sta DC a CB , e DC è 
maggiore di CB . Adunque la linea retta BD è divisa 
in estrema, e inedia ragione in C, e CD è la maggior 
porzione — C. B. D. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA (*) . 

Il quadrato del lato del pentagono regolare i- 
w ritto nel cerchio è uguale ai quadrati de’ lati dcl- 
1’ esagono , e decagono regolate iscritti nel cerchio 
«tesso . 

Rappresenti AB * il lato del pentagono regolare* fìg. t>. 
iscritto nel cerchio ACD , e sulla AB tirisi dal centro 
E la perpendicolare HI , che si produra in K , e giun- 
gimi! le KB , KA , BE , FA ; sarà KB il lato del dc- 

(*) Prop. io. LiU XIII Eud. 
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cagono iscritto in quel cerchio . Finalmente tirisi so- 
pra la AK la perpendicolare FLM , si unisca KN , e 
si proluuglii AF in G . 

E poiché AB è lato del pentagono , sottenderli 
esso la quinta parte della circonferenza , o sia due quin- 
te parti della semicirconferenza ; laonde se applichisi 
nel semicerchio ÀBCG la BC uguale alla AB , il ri- 
manente arco CG dovrà essere la quinta parte della 
semicirconferenza , cioè uguale ad AK - Ma l' arco AK 
è doppio dell' altro KM . Adunque anche 1' arco CG 
sarà doppio dell' altro KM : che perciò tutto 1’ arco 
BG sarà doppio dell' altro BM | e quindi anche 1' an- 
golo BFG risulterà doppio dell' altro BFM . Ed è pure 
*ao. II I quest" angolo Gl r B doppio dell'angolo GAB‘; laonde 
sarà 1' angolo BFN uguale all' altro BAF : ed i trian- 
goli BFA , BFN , che hanno i già detti angoli ugua- 
li , c 1' angolo ABF di comune , saranno equiangoli , 
*,j. \ I.e perciò simili*. Adunque sarà AB a BF, come BF a 
BN ; ed il rettangolo ABN pareggerà il quadrato di 
BF . Or poiché AL è nguale ad LK , e la NL è co- 
mune, e perpendicolare alla KA , sarà la KN uguale 
alla Nà , e l'angolo LKN uguale all' altro LAN . Ma 
1’ angolo LAN è uguale all' angolo KBN ; perciò 1’ an- 
golo LKN sarà aguale all' altro KBN : è poi 1' ango- 
lo NAK comune ai due triangoli A KB , AKN ; quin- 
di il triangolo AKB è equiangolo all' altro AKN . A- 
dunque dovrà stare BA ad AK, come KA ad AN , ed 
il rettangolo BAN sarà uguale al quadrato di AK . 
E si è già dimostrato il rettangolo ABN uguale al qua- 
drato di BF ; quindi i due rettangoli ABN , BAN in- 
* II. vicine presi , cioè il quadrato di AB *, pareggerà i qua- 

drati di BF , e di AK — C.J3.D. 
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PROPOSIZIONE VII. 

T E O » E M A (*)• 

Se nel cerchio s’iscriva il triangolo equilatero ; 
il quadrato del lato del triangolo sarà triplo di quel- 
lo del raggio del cerchio . 

Sia ABC * il triangolo equilatero iscritto nel cer -’fig- 7 . 
chio ABC , il cui raggio AD si prolunghi in F , e giun- 
gasi la BF . E poiché AB è lato del triangolo equila- 
tero iscritto nel cerchio ABC , sarà 1' arco AB la ter- 
sa parte della circonferenia : quindi 1’ arco BF ne sarà 
la sesta parte ; e perciò la congiungentc BF dinotando 
il lato dell’ esagono regolare iscritto in questo cerchio , 
pareggerà il raggio AD . Or il quadrato di AF , ch’i 
quadruplo di quello di AD , essendo uguale ai quadra- 
ti di AB, e di BF , saranno anche questi il quadru- 
plo del quadrato di AD . Per lo che se da’ quadrati 
di AB , BF si tolga quello di BF , e dal quadruplo 
del quadrato di AD tolgasi 1' un di essi ; dovrà resta- 
re il quadralo di AB uguale a tre quadrati di AD . — 

C. li. D. 


PROPOSIZIONE Vili. 

FuoniEMi (**) 

Costituire il tetraedro , c comprenderlo in una 
sfera data . 


(•) Prop. i». Lib. XIII. Eucl. 
('*) Prop. i3. Lib. XIII. Eucl. 
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'fig. 8. Si esponga la linea retta AB* diametro della data 
* 9. VI. sfera , dalla quale si tagli la terza parte BC * ; e poi 
si descriva sopra di essa il semicerchio ADB , nel qua- 
le si applichi dal punto C la CD perpendicolare al dia- 
metro . Ciò posto , si esponga il circolo EFG , che ab- 
bia il raggio uguale alla linea retta CD , ed iscrittovi 
’ 3. IV. il triangolo equilatero EFG * , si tiri dal centro H la 
HK perpendicolare al piano del cerchio , ed uguale alla 
AC . Finalmente giungami le KE , KF , KG : dico 
la piramide EFGK essere il tetraedro . 

Imperocché essendo la KH perpendicolare al pia- 
no EF'G , e quindi alle linee rette HE , HF , HG » i 
triangoli rettangoli KHE , KHF , KHG avendo ugua- 
li i loro cateti , avranno anche uguali le ipotenuse 
KE , KF , KG , ciascuna delle quali é chiaro che sia 
uguale alla AD . Or per gli triangoli simili ADC , DBC 
dee stare AD a PC, come DB a BC ; quindi saranno 
anche proporzionali i quadrali che da tali linee rette 
“aa.VI.descrivonsi * . Ma il quadrato di DB sta a quello di 
BC , come AB a BC ; perciò in questa ragione sarà 
pure il quadrato di AD a quello di DC . Laonde es- 
sendo AB tripla di BC , sarà anche il quadrato di AD 
triplo di quello di DC . È pure il quadrato di EF 
•7. XIII. triplo di quello di EH *, ed è F.II uguale a DC . A- 
dunque sari il quadrato di AD uguale a quello di EF ; 
e perciò AD pareggerà EF . Per la qual cosa le KE , 
KF , KG , El* , FG , GE essendo tutte uguali alla 
stessa AD , saranno anche tra loro uguali : quindi i 
^ triangoli EFG, KEF, KFG, KGE saranno tutti cquila- 
^/^G-teri, ed uguali; cd il solido l'GEK sarà perciò tetraedro*. 

Or producasi la KII in L, finché IIL pareggi CB, 
sarà il quadrato di HE, HF , o IZG uguale al rettango- 
lo KHL , del pari che 1’ è quello di DC uguale al ret- 
tangolo ACB - Laonde il semicerchio descritto sulla KL, 
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di' è identico all'altro BOA , se rivolgasi dintornn rd 
diametro KL , dovrà con la sua circonfereuza passare 
pc’ ponti E , F , Gj e quindi i vertici K , E , F , G 
degli angoli del tetraedro EFGK si troveranno allo- 
gati nella superficie sferica da tal semicerchio di scrit- 
ta , ossia che in questa si troverà iscritto quel tetrae- 
dro . — C. B. D. 

Scolio. 

Essendo BC la terza parte di BA , sarà AC due 
terze parti di questa. Ma sta BA ad AC, come il qua- 
drato di BA a quello di AD . Adunque : II quadralo 
del diametro della sfera è scsquialtcro di quello del lato 
del tetraedro in essa iscrittibilc . 

PROPOSIZIONE IX. 

problema. (") 

Costituire 1’ ottaedro , c comprenderlo in una 
sfera data . 

Si esponga la linea retta AB* diametro della data* fig. g. 
sfera, il cui semicerchio generatore sia ADB. Dal cen- 
tro C si tiri ad AB il raggio perpendicolare CD , e 
giungasi BD . Espongasi inoltre il quadrato EFGH di 
cui ciasrun lato pareggi BD , nel quale si tirino le dia- 
gonali EG , FH , che si divideranno in parti uguali,^- 
in K, e ad angoli retti* : indi dal punto K si tiri |y®’ 
al piano EFGH la perpendicolare M K L , che si pro- 
lunghi dall' una , e l'altra parte del piano in L , M, 

(*) Prop 1 1 Lih. XIII. Euri. 
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c tagliate da essa le KL , KM ugnali aduna delle KE, 
KF , KG , KH, giungami le LE , LF , LG , LH , 
ME , MF , MG , MH : dico che il solido contenuto 
dagli otto triangoli ELF , FLG , GLH , HLE , EMF , 
FMG , GMH , HME sia ottaedro . 

Imperocché essendo EK uguale a KH , e 1’ angolo 
in K retto , sarà il quadrato di EH doppio di quello 
di EK : e di nuovo essendo EK uguale a KL, c Tan- 
golo in K retto , sarà il quadrato di EL doppio di 
quello di EK. Laonde sarà il quadrato di EL uguale 
a quello di EH , ed EL uguale ad EH . Similmente 
si dimostra che LH sia uguale ad HE ; quindi il tri- 
angolo ELH è equilatero. E nel modo stesso dimo- 
strandosi , che sieno equilateri gli altri triangoli , che 
hanno per basi i lati del quadrato EFGH , e per ver- 

,./• l ‘ CI 1 1>unti k > M > ne ^g 116 «di? si è in tal modo co- 
' slituito P ottaedro * . 

Or essendo uguali le KL , KE , KF , KM, KG, 
KH ; è chiaro, che la sfera che ha per centro K, e per 
diametro LM uguale ad AB, debba passare con la sua 
superficie pe' punti E , F , G , H , e contenere in essa 
iscritto 1’ ottaedro . Che perciò si è adempito alle con- 
dizioni del presente problema . C.B.F. 

Scotio. 

Dalla costruzione del precedente problema si rile- 

esscr BD il lato del quadrato iscrittibile nel cer- 
* 6 - IV.chio generatore della proposta sfera ‘ ; che perciò es- 
sendo esso quanto il lato dell’ottaedro iscrittibile in 
tale sfera , avverrà che : Jl quadrato del lato deir ot- 
taedro iscrittibile in una sfera sia metà di quello del dia- 
metro della sfera . 
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Proposizione x. 

PROBLEMA. (*) 

Costituire il cubo , e comprenderlo in una da- 
ta sfera . 

Espongali il diametro AB della sfera data*, ilyfg.io. 
cui cerchio generatore sia ADB, e tagliata da AB la ter- 
aa parte BC, si applichi CD perpendicolare ad AB, e 
giungasi BD . Ciò posto, si cS|>onga il quadrato FGML 
avente ciascun lato uguale a DB , e poi dai vertici F , 

G , M , L de' suoi angoli si elevino al piano di esso 
le perpendicolari FE , GII , MN , LK , ciascuna delle 
quali si tagli uguale al lato del quadrato esposto , Fi- 
nalmente giungami le EK , KN , NH , HE , si verrà 
in tal mo<lo a costituire il solido GK terminato da sei 
quadrali GL , LE , EN , NG , GE , MK , che per- 
ciò è cubo . 

Or giungami le EG, KG ; sarà retto l'angolo KEG, 
e ’l quadrato di KG pareggiando quelli di KE , EG, 
sarà quanto i tre quadrati di KE , EF , FG , e per- 
ciò triplo di quello di EF, o di BD . Ma per essere 
AB a BC , come il quadrato di AB a quello di BD , 
l' è pure il quadrato di AB triplo di quello di BD . 
Adunque sarà il quadrato di KG uguale a quello di 
AB , e KG uguale ad AB . E lo stesso si dimostrcrcl»- 
lie per qualunque altra diagonale del cubo descritto . 

Quindi il cerchio descritto dal diametro KG , o da qua- 
lunque altro diametro del cubo sarà quanto quello ge- 
neratore della proposta sfera ; ed esso rivolgendosi din- 
torno a KG descriverebbe la sfera che passerebbe pel 

(’) Prop. i5. Lib. XI IL, Eucl, 
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punto E : e similmente per qualunque altro degli an- 
goli del cubo ; imperocché risulta sempre rettangolo 
ogni triangolo compreso da KG ipotenusa , dalla dia- 
gonale di una faccia del cubo, e da un lato di questa, 
che partendo dagli estremi K , G vanno a riunirsi in 
un angolo di esso ■ 


S c o L i o , 

Dal dimostrato qui sopra apparisce , che : II qua- 
drato del lato del cubo iscritto nella sfera sia la terza 
parte di quello del diametro della sfera . 

PROPOSIZIONE XI. 

problema (’) 

Costituire l’ icosaedro , e comprenderlo in una 
data sfera . 

“Jìg.ix. Si esponga il diametro AB * della data sfera , il 
cui semicerchio generatore sia ADB , da AB si tagli la 
* t(. VI. quinta parte BC * , ed applicata la CD perpendicolare 
alla AB , giungasi la DB . Ciò posto , espongasi il cer- 
i Ilio EFGHK, il cui raggio VE sia uguale a DB, e 
descritto iu esso il pentagono regolare EFGHK , si di- 
vidano per metà gli archi FG , GII , HK , KE , EF 
in AI , N , X , O , L , e giuugansi le EL , EO, ec. 
che saranno lati del decagono iscritto in quel cerchio, 
come pure le altre LM , MN , NX , XO , OL , don- 
de risulterà l'altro pentagono regolare LMNXO iscrit- 
to nel cerchio stesso . Dopo ciò dai punti E , F , G , 


(*) Prop. 16. Lib. XIII. Eucl. 
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H , K si elevino al piano del cerchio le perpendicola- 
ri EP , FR , GS , DT , KY , ciascuna delle quali sia 
uguale al raggio EV , ed uniscansi le PR , RS , ST , 

TY , YP , PL , LR , RM , MS , SN , NT, TX, 

XY, YO, OP. 

Ed essendo le EP, KY entrambe perpendicolari al 
piano stesso , saranno parallele tra loro : ma sono di 
più uguali; perciò anche la PY è uguale, e parallela al- 
la EK , cioè al lato del pentagono regolare iscritto nel 
cerchio EFGHK . E dimostrando nel modo stesso, che 
ciascuna delle PR, RS,ST, TY sia uguale al lato del 
pentagono iscrìtto nel medesimo cerchio, ne segue clic 
il rettilineo PRSTY sia identico a questo pentagono : 
è poi PE uguale al lato dell’ esagono iscrittibile in 
quel cerchio , EO è quello del decagono , e 1' angolo 
PEO è retto ; quindi PO sarà uguale al lato del pen- 
tagono *. Similmente si dimostra che lo sia OY ; per-”6.XIIl. 
ciò POY è triangolo equilatero . E nel modo stesso 
si rileverà essere triangoli equilateri gli altri PLR , 

RMS, SNT, TXY. E poiché si è dimostrato sì PL , 
che PO essere uguale al lato del pentagono , cioè ad 
LO ; perciò il triangolo LPO sarà equilatero : e tri- 
angoli equilateri pur saranno gli altri LftM , MSN , 

NTX , XYO. 

Or dal punto V , ch'è centro del cerchio EFGHK , 
si elevi al piano di tal cerchio la perpendicolare i'Vfl, 
che si produca dall' una e l’altra parte in 'f' , fi , e 
si tagli la VQ uguale al raggio del cerchio , e poi le 
V+ , Qfl ciascuna uguale al lato del decagono : final- 
mente giungansi le PXY , PQ , Yfl , EV , LV, Li' , 

+M. E poiché ciascuna delle VQ , PE è perpendico- 
lare al piano del cerchio EFGHK , saranno esse pa- 
rallele : ma sono anche uguali ; quindi EV sarà ugua- 
le , e parallela a PQ ; e perciò PQ al pari di EV è 
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Uguale al lato dell* esagono . Ma è poi *Qfl aguale a 
quello del decagono; adunque PII, il cui quadrato 
pareggia quelli di PQ , e di Qfl , sarà ugnale al lato 
Vi. XIII. del pentagono *. Similmente si dimostra , che Y fi s a 
uguale al lato del pentagono , cioè a PY ; adunque il 
triangolo PHY sarà equilatero. E collo stesso ragio- 
namento si proverà , che sia equilatero ciascuno de’ 
rimanenti triangoli, che hanno per basi le PR , RS, 
ST , TY , e per vertice il punto CI . Di nuovo, poi- 
ché il quadrato di i'L è uguale ai quadrati di VL 
lato dell’ esagono, e di Vi' lato del decagono , sa- 
VS. Xf IT, rà LÌ' uguale al lato del pentagono * : e dimo- 
strando esser anche Mi' ngu.de ad un tal lato , cioè 
ad LM , sarà Li'M triangolo equilatero . E nella 
stessa guisa si dimostrerà , che sicno triangoli equila- 
teri quegli altri , che hanno per l>asi le MN , NX , 
XO , OL , e per vertice il punto i' . Si è dunque 
costituito un solido compreso da venti triangoli equi- 
^•lateri > che perciò è icosaedro *. 

Or poitliè YQ , QF1 sono rispettivamente quan- 
to il lato dell esagono, c elei decagono iscritlibili nel 
cerchio EFGliK ; perciò la retta Vfl risulterà divisa 
iti estrema, e media ragione in Q, ed, VQ sarà il mag- 
*">.XlILgior segmento di essa Adunque starà Cl\ ad YQ co- 
me VQ a QF1 ; che perciò essendo VQ ugnale ad VL, 
e Qll ad V'P, starà fìY ad VL, come VL ad Vi' : ed 
è retto V angolo Cl\L ; quindi il puuto L si appar- 
terrà alla circonferenza del semicerchio descritto da Hi'. 
La qual cosa potendosi dimostrare per gli altri punti 
che sono vertici degli angoli dell 1 icosaedro costituito , 
ne segue eh’ esso debba risultare iscritto nella sfera 
del diametro Hif . 

Conviene, ora dimostrare, die questo diametro Hi' 
sìa quanto quello della sfera data , cioè uguale ad AB • 


Digitized by Google 


DI EUCLIDE 


34i Li». i3. 


A tal uopo , si divida la VQ per metà in Z , mul- 
terà il quadrato di HZ quintuplo di quello di QZ*;*i.Xlll. 
e quiudi quello di ili' , chNé doppia di Cl'L , farà an- 
che quintuplo del quadrato di VQ doppia di QZ . 

Or essendo la All quintupla della liC , ed AB a BC , 
come il quadrato di AB a qu ilo di BD , sarà il 
quadrato di AB anche quintuplo di quello di BD : 
che perciò essendo uguali i quadrati delle YQ , DB , 
perché ciascuna di queste pareggia il raggio del cer- 
chio EFGI1K. ; dovrà risultare anche Ili" , uguale ad 
AB , e la sfera nella quale risultava iscritto 1' icosae- 
dro già costituito sarà quanto la data. C.B.F. 

CoiOILISI E>*i 

Quindi è manifesto , che il quadrato del diametro 
delia sfera sia quintuplo di quello del ràggio del cer- 
chio per mezzo del quale si descrive l’ icosaedro : e che 
il diametro della sfera si componga dal lato dell' esa- ] 

gono, e dal doppio di quello del decagono regolare i- 
scritlihili in quel cerchio . 

Scolio. 

Essendosi dimostrato appartenere il punto L alla 
circonferenza del semicerchio descritto dalla ili' , sarà 
il quadrato di L'!' uguale al rettangolo di ili’ in 'i'V , 
cioè : Il qiiailrala del lato deli iscoiacdro ì quanto il 
rettangolo del diametro della sfera , nel lato del deca- 
gono iscritiibilc nel cerchio dal quale si descrive t ico- 
saedro . E ciò basta per assegnare il lato di tal solido. 
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PROPOSIZIONE' XIX. 

F I O I l t K 1, 

Costituire il dodecaedro , e comprenderlo in 
una data sfera . 

‘fig. il. Si esponga il cubo AF * iscrittibile in essa sfe- 
"ìo XIir.ra’, del quale appariscono in figura i piani ABCD , 
EBCF , FCDU . In due di questi AC, BF si disi- 
dano per mela tutti i lati in G , H , K , L , M , 
N , X , e giungansi le GPK , HPL , MON , NOX ; 
indi dividansi le NO , OX , HP in estrema , e media 
'3o. VI. ragione ne' punti R, S, T% e sicno OR, OS, PT i 
segmenti maggiori ; e da questi punti R , S , T si e- 
levino a' piani Bl’ , BD , dalla parte esterna del cubo, 
le perpendicolari RY , SV , TQ uguali a ciascuna delle 
OR , OS , PT : finalmente giungansi le BY , YV , VC, 
CQ , QB . Dico il pentagono BYVCQ essere equila- 
tero , equiangolo , ed in un solo piano ; e ebe sia un 
ili que' dodici die terminano il dodecaedro cercato. 

Giungansi le RB , SB , VB . E perché la linea 
retta NO è divisa in estrema, e media ragione in R, sa- 
*7 XIH. ranno i quadrati di OS', e di NR tripli di quello di 
OK , cioè i quadrati di BN , e di NR , o sia il qua- 
dralo di BU sarà triplo del quadrato di RO , o pure 
ili quello di RY . Laonde sarà il quadrnto di BY , ch"é 
ugnale a quelli di Yllt , RY quadruplo de) quadrato 
di RY , e quindi B\ tripla di RY' . Ma V\' è pur du r 
pia di YR ; poiché RS è dupla di RO, o sia di RY . 
perciò BY è uguale ad VY. Similmente si dimostrerà, che 
ciascuna delle BQ , QC , CV sia uguale a BY , o ad 
Y V ; quindi il pentagono BYVCy è equilatero . 

(•; Prop. ly. Lib. XIH. Eucl. 
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Dico ora che esso sia in un piano • Si tiri dal pun- 
to O la OZ parallela alla RY, o alla SV, dalla parte 
esterna del cnbo , e giungansi le Zìi , I1Q ; queste ZH , 

HQ dovranno stare per diritto . Imperocché essendo la 
HP divisa in T in estrema, e media ragione, sarà HP 
a PT, come PT ad HT : ma HP è uguale ad HO, e 
PT è ugnale a TQ, o sia ad OZ -, adunque sarà HO 
ad OZ, come QT a TH ; ed è HO parallela a TQ , 
perchè sono entrambe perpendicolari al piano BD , 
come pure TH è parallela ad OZ , perche ciascuna è 
perpendicolare al piano BF . Adunque dovrà esser ZH 
per diritto con HQ * ; e perciò il piano BQC, incui*3a.VI. 
esiste la parte HQ della linea retta QHZ, dovrà essere 
per diritto col piano BYVC , in cui si trova 1’ altra 
parte HZ della stessa linea retta QHZ * : vale a dire i.XI. 
che il pentagono BQCVY si troverà in nn piano . 

Bisogna adesso dimostrare , che sia equiangolo . 

Poiché la linea retta NO è divisa in R in estrema, e me- 
dia ragione , e gli è aggiunta per diritto la OS ugua- 
le al suo maggior segmento OR ; perciò anche la NS 
sarà divisa in O in estrema, e media ragione, ed ON 
sarà il segmento maggiore Laonde i quadrati di NS*3.XI1I. 
e di SO, o sia di NS, e di VS sono il triplo di quello 
di ON * , o pure di NB . Adunque aggiuntovi di co- , «.X 1II. 
inune il quadrato di NB , saranno i quadrati di SV , 

SN , NB ugnali a quattro quadrati di NB . Ma i qua- 
drati di SN , NB sono uguali a quello di BS ; perciò 
i quadrati di BS, e di SV , cioè il quadrato di BV é 
quadruplo di quello di BN ; e quindi BV doppia di 
BN , o sia uguale a BC . Ed essendo le due BY , YV 
uguali alle due BQ , QC , I' una all' altra , c la lece 
BV uguale alla base BC , sarà l' angolo BYV uguale 
all' angolo BQC . Similmente dimostreremo esser l' an- 
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gol» YVC uguale all'angolo BQC : quindi i tre angoli 
BQC, BYV, \ VC sono tra loro uguali ; e perciò il pm- 
"i.XHI.tagonO BQCVY è equiangolo": ed era alici* equilate- 
ro . Adunque è pentagono equilatero , ed equiangolo . 

Che se la stessa costruzione fatta ne' piani BF,BD 
si faccia analogamente ne' piani BD , DF , e poi negli 
altri DF , CE , come, la figura indica , ti verranno per 
tal modo a costituire gli altri due pentagoni CQUDiy , 
CqpV\ connessi tra loro, e col primo, ed identici ad 
esso . Quindi si saranno per tal modo costituiti tre 
pentagoni tangenti i tre lati BC , CD , CF del cubo 
esposto, coereuti tra loro ne’ lati CQ, Cq, CV, die costi- 
tuiscono l’angolo solido in C . E se continuando sem- 
pre allo stesso modo, si costituiscano altri nove penta- 

* / f.ìl} 8 on * tangenti rispettivamente gli altri nove lati del cu- 
\[ lio, ne risulterà un dodecaedro*. 

Bisogna ora dimostrarlo compreso nella data sfera. Si 
prolunghi la retta ZO , die dovrà incontrare in fi il 

• _ìq XI. diametro del culio, ed ivi dividerlo per metà*; che perciò 

il punto il sarà centro della sfera circoscritta a tal cubo, 
ed 0£1 ugnale alla metà del lato di esso. Giungasi Yfl. 
E poiché U retta NS è divisa in estrema, e media ra- 
gione ne) punto O , ed NO è il maggior segmento, 
saranno i quadrati di NS , SO il tripla di quello di 
•ì.XIIl.NO * ; ed è NS uguale ad C1Z , perchè NO ò ugua- 
le ad Oli , e ZO ad OS ; come pure OS è ugnale ad 
YZ , perchè entrambe uguali ad BO. Laonde i qua- 
drati delle FlZ, ZV saranno il triplo del quadrato di 
NO ; e jierció di questo quadrato ne sarà anche triplo 
quello di Yfl , che pareggia que’ primi due . Ma del 
quadrato di NO, metà del lato del cubo , ne dee: es- 
sere anche triplo il quadrato del raggio della sfera in 
fini, pyj essa ìscritlihile * . Adunque a questo raggio ri. 

IH' subirà uguale la YO. E perciò, essendo CI il centro 
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<li tale sfera , essa descrivendosi passereblie per Y ver- 
tice di un angolo del dodecaedro descritto . Similmen- 
te si dimostra che debba passare pel vertice di qualsi- 
voglia altro angolo di tal dodecaedro, che non coinci- 
da con un angolo del cubo , perchè per questi è evi- 
dente che sieno nella auperficie*sferica in cui il cubo 
era iscritto . Laonde qual dodecaedro risulterà iscrit- 
to in quella stessa sfera che il cubo proposto, cioè nella 
data.— C. B. F. 


Scolio. 

Dalla costruzione del precedente Problema sa rileva, 
che : Dividendosi il lato del cubo iscrit libile in una sfe- 
ra in estrema, e media ragione, U maggior segmento che 
risulta sia il lato del dodecaedro iscriltibile nella sfe- 
ra stessa . 

PROPOSIZIONE XIII. 

raOBLEKA. (‘) 

Esporre i lati da’ cinque corpi regolari iscritti- 
bili in uua stessa sfera, e paragonarli tra loro. 

Sia AEB * il semicerchio generatore della sfera^j. i3. 
proposta , ed AB il diametro di esso . 

1°. Si divida la AB in D in modo, che BD sia la 
terza parte di AB , e perciò AD ne rappresenti due 
terze parti : dal punto D si elevi ad AB la perpendico- 
lare DF, e giungansi le AF , BF . Ed essendo BA 
i.d AD . come il quadrato di BA a quello di Ab' , sa- 

^*) Prop. 18. Lib. XIII. Luci. 
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ranno questi quadrati in ragion sesquialtera , e perciò 
, ^ ^ essendo AB il diametro della sfera , AF dovrà essere 
g XUI.il lato del tetraedro iscrittihile in essa *. Dall’ altra par. 
te essendo AB a BD, come il quadrato di AB a quello 
di BF , sarà il primo di questi quadrati triplo del se- 
m ^ condo ; che perciò essendo AB diametro della sfera , 
XUI.BF sar ® *1 del cubo iseriltibile in essa * . 

11°. Dal centro C si elevi CE perpendicolare ad 
AB , e giungasi BE , sarà il quadrato di AB doppio 
, I di quello di BE , e perciò BE sarà lato dell’ ottaedro 
ij XIII. iscrritt Usile nella sfera del diametro AB'. 

111°. Dal punto A si elevi la AG pcrpcndicolarr, 
ed ugutdc alla AB, si congiunga GC ; poi da H si tiri 
HK perpendicolare ad AB , e giungasi HA . Ciò po- 
sto , essendo GA doppia di AC , sarà anche HK dop- 
pia di KC , e'1 quadrato di HK quadruplo di quello 
di KC , ond’ è clic di questo stesso ne sarà quintuplo 
quello di CH, o di CA ; e perciò essendo CA il raggio 
della sfera , sarà KC la metà di quello dell’ altro cer- 
ti XIII chio quale descrivali 1' icosaedro', e dalla costru- 
zione del problema risoluto nella proposizione undecima, 
si rileverà essere AK il lato del decagono iseritlibile in 
tal cerchio ; e perciò AH dovrà essere il lato dell’ ico- 

vitt saedro iscrittihile nella data sfera'. 

1 1 .XIII. 

IV°. Finalmente il lato BF del cubo si divida in 
estrema, e media ragione in N , c sia NB il maggior 
segmento , sarà questo il lato del dodecaedro iscrittibi- 
1 ^ j jj le nella sfera proposta * . 

V». Or essendo il quadrato di BF terza parte di 
quello di AB , che vai quanto dire due seste parti ; e 
di questo stesso quadralo essendo la metà , cioè tre se- 
ste parti quello di BE, e due terzi, o sia quattro seste 
parti quello di AF , la quali rette sono rispettivamen- 
te i lati del cubo, ottaedro, e tetraedro iscrittihile nella 
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data sfera ,• ne segue perciò, che i quadrati de' lati di 
tali solidi sieno tra loro rispettivamente come i nume- 
ri a , 3 , 4 ’ Che però si vede , che i lati di queste 
tre figure sieno in potenza commensurabili tra loro , 
perchè espressi i loro quadrati per ragione di nume- 


ro a numero . 


VI”. Continuisi come poc’anzi a prendere per uni- 
tà il quadrato del diametro della sfera , sarà CH* = 

—, e quindi CK“ = — * , e CK = — \/ — , AK Ili 

4 ’ ao a 5 ’ 

- JL V * -L_-L V 5 = . Laonde 

a 2 * 5 a 10 io 

5 \/ 5 

essendo AH* t=: BAK , sarà AH* = , la qua- 

10 * 

le quantità , come si vede , esprime il quadrato del 
lato dell' icosaedro *. *n. ITT. 

VII°. Inoltre 1 ’ è BF* =» eBF= V — ; che * n. I. 

* 3 

lercio dividendo la BF in estrema , e media ragione 

3 \J 5 

nel punto N , si avrà BN* ss ^ 1 ■ , che sarà il 

quadrato del lato del dodecaedro*. *n. IV. 

Adunque i quadrati de' lati dell' icosaedro, e del 
dodecaedro iscritti nella stessa sfera, che i primi tre al- 
tri solidi regolari , non essendo esprimibili in numeri 
razionali * , nè il loro rapporto risultando pure espres- * 

so in numeri razionali , saranno perciò essi in ragione 
incommensurabile col quadrato del diametro della sfe- 
ra , e quindi con quelli de' lati di que' primi tre soli- 
di ; e parimenti tra loro . Ed è pur facile il rilevare 
dai due numeri precedenti , c he il lato dell' icosaedro 
sia maggiore di quello del dodecaedro iscritto nella stes- 
sa sfera . 

FINE DEL LIBRO XIII 
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IL PRIMO LIBRO 


ARCHIMEDE 

SIRACUSANO 

SULLA SFERA E SUL CILINDRO 

N V O V A MENTE ESPOSTO 


PER CONTINUAZIONE DE’ LIBRI XI. XII. E XIII. 
DEGLI ELEMENTI DI EuCLIDE. 
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PRELIMINARE 

AL PRIMO LIBRO DI ARCHIMEDE 


SULLA SFERA , E SUL CILINDRO. 


- -U 


ricerche di («connina Elementare fatte 
nella Scuola di Platone, tra le quali le importanti 
verità scoperte da Eudosso sul rapporto di alcuni so- 
lidi (i), donde il sagace Euclide avea tratto materia- 
le acconcio pj’ suoi Elementi , lasciavano tuttavia 
un gran vuoto a riempiere. Un tal genere di ricer- 
che, se versa intorno la natura, c la descrizione del- 


(i) Clic Eudosso sia slato P indagatore di alcune im- 
portanti verità sul rapporto di taluni solidi, si Ha da Ar- 
chi mede, nella lettera a Dositeo premessa al Libro Usui- 
la Sfera, e sui Cilindro, ov'egli dice : Idem de pluribus ac- 
cidit , qiuie Eudoxus circa solida contemplati ts est , quar- 
zite recepta sunt ; cujusrnodi est illud , quandi bit pyra- 
midem parlem esse tertiam prismatis quod camdem ac 
pyramidem basim habeat , cjmdemque altitudinem : itera - 
que illud , qucmlibt t conum partem esse tertiam cylindn\ 
qui eamdem ac conus basim habeat , et altitudinem cara* 
dem . Haec enini cura bisce fìgurit natura prius inessent t 
risi plures ante Eudoxum exdterunt haud contemnendi 
geomctrae , tarm a contigit uh omnibus ignorari , nec a 
quo piani dite gì. 
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le figure , e ’l loro rapporto , alle quali cose la Geo- 
metria di Euclide aveva ben soddisfa Ito , hanno pe- 
rò per iscopo la misura delle figure stesse , e que- 
sta pe’ tre corpi rotondi, c pel cerchio ancora desi- 
dcravasi . N’ erano grande ostacolo le considerazio- 
ni dell’ infinito , iuqiossihili ad evitarsi volendo pro- 
cedere innanzi in tali ricerche , le quali considerazio- 
ni la purità della Geometria aulica abborriva . Ar- 
chimede però, cui era serbato il perfezionare ogni dot- 
trina di (pianti lo avevano preceduto , e ’l preparar 
le basi di tutte le più importanti scoperte dei mo- 
derni (a) entrò arditamente in quest’ arduo aringo , 
e vi riesci da suo pari. Ei disjxrse acconciamente sif- 
fatte ricerche in due libri, die intitolò della Sfera , e, 
ilei Cilindro, nel primo de’ quali, come ei stesso ha 
lasciato scritto (3) ordinò tutti quu’ suoi ritrovati , 
c he per la loro inqiortauza dovevauo essere presen- 
tati in forma di teoremi , riserhando pel secondo 
quelle altre sublimi investigazioni che stimò di do- 
ver conservare la forma di Problemi . 

Or il primo di questi tali libri di Archimede è 
il solo , tra le tante sue opere geometriche origina- 
li a noi rimaste, che (Rissa, e debba presentarsi alla 
priora istituzione della gioventù nella camera geo- 


(a) 11 Leibnilz , che tra i moderni era uomo da va- 
lutare la graudezta dell' ingegno di Archimede, lo dice : 
t'ir slupentlae ingannili! , qui prima fundamenta posuit 
invenlionum fere omnium , de ipiitus pronwvcndit oenu 
nostra gloriatur. 

(3) Vengasi l'altra lettera a Dosileo, la qual precede 
il Lib. Il- della Af ra, e del Cilindro. 
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metrica dopo l’XI 0 , e XII° libro degli Elementi di 
Euclide, de' quali quello forma la continuazione, e I 
complemento per le teoriche sul cilindro , il colio, 
e la sfera. Dovendo occultare per la ragione sopra- 
indicata il metodo lavorilo, che lo aveva condotto a 
sì importanti verità , ci non ]>otè dimostrarle rical- 
cando il cammino d’ invenzione , c dov è ricorrere a 
ripieghi indiretti, e premettere alle sue dimostrazioni 
non pochi lemmi . Or silìàtla maniera di dimostra- 
re tenuta da Archimede, sebbene sia in molto pre- 
gio presso i geometri , pe’ tratti di sublimità d' in- 
gegno clic vi si ravvisano ad ogni passo , che per- 
ciò meliti di essere studiata, c meditata attentamen- 
te da' coltivatori della Geometria degli aulit ili ; pure, 
non bisogna negarlo , era poco atta a servire alla 
istituzione geometrica dementare de’ giovani . Que- 
ste ragioni mi fecero esitar lungamente sul metodo 
che doveva adottare : ma fortunatamente mi riesci 
carpire dal Lib. XII" degli Elementi di Euclide un 
jrrincipio, di cui questo crasi prevalso per la dimo- 
strazione della Prop. iS., il quale mi ha sommi- 
nistrato il mezzo di conciliare nelle verità Archime- 
dee la maniera semplice , c fucile di dimostrare , 
col rigor geometrico al quale conveniva principalmen- 
te aver riguardo in un Lino elementare . 

Conviene inoltre far osservare , die le su|ier- 
licic curve de’ tre corpi rotondi , die Ardiimede 
trasmutava spedosissi inamente in cerchi , le ho esibi- 
te in rettangoli ; perchè in tal modo non solo rie- 
sce più comodo il servirsene in pratica per la loro 
misura ; ma audie dò si richiedca , per preparare i 
giovani all’ applicazione de* metodi sommatorii alla 
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quadratura delle sujierfide curve, ove gli clementi di 
queste non si possono esprimere che secondo 1’ esi- 
bizione die ne ho data . Aggiungasi pure , die per 
tal modo riesci rà più fàcile 1’ applicare per le dimo- 
strazioni quel principio Euclideo di cui si è sopra 
parlato . Affinchè perù il giovane imbattendosi a leg- 
gere le opere di Archimede ( come dovrà necessa- 
riamente fere volendo progredire nella ‘Geometria de- 
gli antichi , c perfezionarsi nella conoscenza de’ loro 
metodi ) non concepisse il minimo dubbio per tal 
diversità di esibizione ddla sujierficie di que’ solidi ; 
ed anche jicrchè si maravigliose trasformazioni Ar- 
chimedee non fossero allatto dimenticate , ho rap- 
portato in uno Scolio a ciascuno di que’ Teoremi , 
la corrisjiondenza che v’ era tra 1’ una , c f altra 
esibizione della stessa sujierfide apjiartcnenle a cor- 
jki rotondo , riducendo fadlmcnte 1' una all’ altra . 
Da tutto ciò ognuno rileverà , che il presente Libro 
sulla Sfera , e sul Cilindro non lui di Archimede 
che le sole verità ; mentre il modo di enunciarle 
jier la maggior (Ville , c quello di’ è più , le di- 
mostrazioni , sono interamente diverse dalle Archi- 
medee . 

Ecco i soli cambiamenti , ed andic con estre- 
ma riserva , die ho creduto jiotermi jiermetterc e- 
sjionendo le dottrine di un autore classico , di cui 
è ben difficile , per chi intende , il far meglio . Ed 
oh quante volle ho creduto aneli’ io jier lo passato, 
di aver fatta una costruzione da preferirla a quella 
di Eudide, o di Archimede sullo v stesso soggetto, 
die doj» averla meglio uiedi'ata , ho trovato non 
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esser così , c sono ritornato indietro ! E le Note 
critiche , e geometriche qui appresso ne daranno in 
jùù <li uu luogo argomento . Da ciò rileverà oguu- 
uo , che io non posso se non disapprovare la scioc- 
chezza di oggigiorno di taluni privi di spirito geo- 
metrico , i quali credono aver fatta una bella cosa , 
quando ad una esibizione Archimedea ne hanno so- 
stituita altra , il più delle volte insulsa , ed ageouic- 
trica (4) 

Siccome Archimede non aveva esibito la su- 
perficie de’ corpi rotondi per figure rettilinee , cosi 
tralasciò anche di recare ne’ suoi Teoremi la ridu- 
zione delle loro solidità a quelle di corpi terminati 
da piani , contentandosi solamente d’ indicare il rap- 
porto che v’ era tra loro , c completando così iu (Tr- 
io modo ciò che aveva intrapreso a fare Euclide, nella 
prop. io. del lib. XII. de’ suoi Elementi . Or è 
chiaro die da tali riduzioni alani vantaggio non si 
ricavava per la pratica ; e perciò lio aggiunto a quei 
di Archimede un teorema per istabilirc il rapporto 
Ira la piramide e ’l cono , dal quale poi fàcilmente 


(4) Chi inai potrebbe iti fatti ragionevolmente pen- 
sare , che il tronco conico a basi parallele, ili cui Archi- 
mede non ba nè men credulo doversi occupare in esibir- 
lo , risultando esso naturalmente dalla differenza di due 
coni, cd in una maniera anche comoda pel calcolo in pra- 
tica, si fosse ai giorni nostri pensato di esibirlo per tre 
coni , de' quali piu lunga riesce la determinazione ; e '1 
maggior numero di approssimazioni che vi occorre iu pra- 
tica fa sempreppiù deviare dall'esattezza che si ricerca iu 
ogni misura. 

9 
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si deriva lo stesso jxl cilindro, per la sfera, e per gli 
altri solidi appartenenti a questa , clic da Archime- 
de si considerano . 

Tra le dottrine del Lib.ll 1 ’ di Archimede, vi è quel- 
la di esibire la jmmone sferica, che doveva figurare tra 
le ricerche elementari , ed è perciò che io l’ ho tra- 
sportata tra quelle del primo . Per tenere al mio si- 
stema di dimostrare questi teoremi Archimedei , ho 
dovuto estrarre dal Libro della Misura del Cerchio 
la proposizione die assegnava 1’ aja di questa figura 
per un triangolo , stabilendola come lemma genera- 
le per molti teoremi sulla Sfera, c sul Cilindro . 

EsjkisIo l’oggetto di questo Trattato dementa- 
re di Archimede, uou fia inutile, clic ad erudizione 
de’ giovani qui dica alcuna cosa di questo divino in- 
gegno, e delle sue diverse opere , non die di colo- 
in che le hanno esjioste, c cementate, seguendo quel 
sistema stesso che ho già tenuto per Eudide . 

F u egli di jiatria Siracusano , e visse nel re- 
gno del Re Cerone nel secondo anno dell’ Olimpia- 
de CXXI 1 I, dot circa 387 anni prima della nostra 
era . Inqxirta poco il sapere se ci fu congiunto iu 
limitela col Re , o della più abjctta famiglia , lad- 
dove basta il suo nome solo a distinguerlo. E mille, 
e mille uomini che mancarono il dì di jeri sono sta- 
ti distintissimi , clic or se n’ ignora pure il nome , 
come ddlo più oscuro loro contemjioraneo ; mentre 
al contrario migliaja di anni non hanno cancellata , 
anzi accresciuta la fama di Demostene, c Cicerone, 
e di tanti altri, che non sortirono natali distinti, ma 
grandezza di animo , ed ingegno straordinario. 
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Seguendo il costarne de’ greci a’ suoi tempi , ei 
viaggiò nell’ Egitto, per maggiormente addottrinarvi- 
si , essendo allora quelle regioni il centro di ogni 
umano sapere ; ed ivi legossi in istrcttissima amici- 
zia con Cottone gran geometra , ed astronomo di 
que’ tempi , al quale ei diresse , mentre quello vis- 
se , diverse sue opere , per sentirne anche il di lui 
parere; giacché un uomo sommo come lui non po- 
teva ignorare , eh’ è una temerità dannabile quella 
di giudicare di una produzione propria dal suo me- 
desimo sentimento (5) . E dopo la di lui morte ne 
pianse la grave . perdita . 

Nell’ Egitto stesso diede prove grandissime del 
suo sapere ; ed ivi fu che escogitò quella maravigliosa 
chiocciola , che ancor porta il suo nome , a fine di 
liberare i campi dalle acque del Nilo, che gli ave- 
vano inondati . 

Passò quindi in altre regioni , e finalmente re- 
duce in patria la riempi tutta di sua vasta dottri- 
na , e gli fu utile non poco co’ suoi grandi ritrova- 
ti , fino a sostenere egli solo per ben otto mesi la 
città di Siracusa, contro l’ armata romana comanda- 
ta da Marcello , che vi aveva posto assedio per ma- 
re , e per terra ; circostanza che fu poi causa dell’in- 


(5) Ecco com'egli scrive a Dositeo, inviandoli il trat- 
talo tirile Spirali — Pioli ameni admirari , fi diu concia- 
tus rorum demonstrationcs in Incera edo . Hoc cnim ea 
de causa factum est , quoti prius cum viris communicare 
tolucrim in mathematicis disciplinis exercitatis , qui sum- 
mu ea scrutandi studio tcnebantur. 


Ó53 PRELIMINARE AD ARCHIMEDE 

felice morie di questo grand’ uomo , ucci» da utr 
I soldato che no ’l conosceva , e contro 1 ’ ordine dato 

da Marcello , allorché la città per tradimento fu 
presa (ò) . 

Fu squillo con grandissimo onore presso la por- 
ta di Girgeuti , ed al suo monumento vi fu sopra- 
imposta una colonnetta, nella (piale era scolpita una 
sièra iscritta nel cilindro , come dicesi aver egli 
desiderato vivendo che si facesse , se pure non fu 
piuttosto ciò fatto da’ suoi jiarenti , ed amici ; e vi 
erano pure scritti sei versi , che dichiaravano la ina- 
ravigliosa proporzione da Archimede rinvenuta per 
tali solidi . Questi titoli indelebili della gloria di Ar- 
chimede servirono dugento anni dopo a Cicerone , 
essendo questore in Sicilia, per ritrovar la tomba di 
sì grand' uomo , in mezzo a folti spineti die la co- 
privano , recandosi a singoiar vanto , clic : un Ar- 
ginale avesse dovuto far riconoscere ad una 
nobilissima città di Grecia , un tcni/Hi anche dot- 
tissima , la tomba ignorata di un suo acutissi- 
mo cittadino ( 7 ) ; e dicendo clic egli così restitui- 
va Archimede alla sua patria . 

Ignoriamo perfettamente le tante circostanze im- 
jiortanti della ( vita di sì grand’ uomo , che il solo 
Lraclidc suo contemporaneo ( 8 ) scrisse , c che si è 
perduta ; c le poche notizie che ne sono restate non 

(G) Plut. in Marcello . 

( 7 ) Tascul. Lib. V. XXIII. 65. 

( 8 ) Tedi Ardi, nella tenera a Dosato premessa al 
libro delle Spirali . 
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si lmnno che di slancio . Qual fondamento si ha dunque 
di credere a talune cose tra il uiaraviglioso , il ridicolo, 
c l' impossibile , che si raccontano di lui , tome di al- 
tri uomini sommi , le quali non sono die puri con- 
cetti di belli spiriti. E piuttosto die la tavoletta inven- 
tala sul conto di Archimede , donde , si dice , eh' egli 
trasse argomento per la scoperta dd principio fondane li- 
tale dell’ Idrostatica , die gli servi di base a ritrovare il 
furto dell’ orefice nella corona del Re Cerone (9), non 
vale assai meglio, e non t* anche più naturale il supporre, 
che tale scoperta fosse stato il frutto delle sue uicd fazio- 
ni , e di quello spirilo sottilissimo di ricerca di cui era de- 
tato. Ciò è simile a quella ammiranda j<cra, che, come si 
dice, risvegliò il Newton dal sonno , e gli fece vedere 
per la prima volta , che i corpi lasciati liberi cadono per- 
pendicolarmente alla superfìcie terrestre. Ma, mettendo 
da banda tutte queste cose , la vita di un uomo sommo 
è segnata a caratteri indelebili nelle sue opere ; c quella 
di Archimede si potrebbe anche scrivere ora , e bene , 
analizzando que’ pochi tra i molti libri da lui composti, 
che tuttora esistono , monumenti di un immenso sape- 
re , e di un ingegno straordinario , e fonti di tutti i me- 
todi moderni , jie’ quali il miglior mezzo a tenere, per 
provarne la gcnuità , si è di mostrare eh’ essi si riducano 
a quello di Archimede . Ed una cattedra il cui profes- 
sore , degno di occuparla , spiegasse , e contentasse le 
opere sole di Archimede , sarchile anche a' giorni no- 
stri una gran cattedra di metodi in Matematiche . Essa 
abbraccerebhe ogui ramo di queste : invenzione gcomc- 


(r>) Vitr. Ai chic Lib, IX. Cap. 3. 
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Irica , teorica «li curve , dottrina delle serie , ricerche 
sull’ analisi degl' infiniti , Meccanica generalmente prc- 
sa ; e sarebbe in mano di persona abile un gran me» o 
d' istruzione di compimento . La Sicilia più che mai 
avrebbe tratto decoro , c sommo vantaggio dal fondare 
tal cattedra: essa agiusto titolo potrebbe figurare tra le più 
importanti , e difficili a ben sostenersi ; c restituirebbe 
per la seconda volta con onore Archimede alla sua patria. 

Le opere che di Archimede ci sono restate sono : 
Dell equilibrio de' piani , libri a ; tra i quali è fram- 
messo il trattato : Della quadratura della parabola - 
Delta Sfera , e del Cilintlro, libri a - La Misura del 
Cerchio - Delle Spirali -Delle Conoidi , e delle Sfe- 
roidi - L' Arenario - De' corpi solidi che galleggia- 
no , libri i-I Lemmi , opera che gli è attribuita. 

Riguardo a tali opere , si è detto qui sopra ciò che 
conveniva intorno ai due libri della Sfera .e del Cilin- 
dro ; e tra poco si diri pure brevemente della Misura 
del Cerchio : delle altre poi non è qui lungo a [parlarne. 

11 mezzo da lui adoperato in quasi tutte le sue sco- 
perte fu quel tanto famoso metodo di esaustionc , che se 
iu efficacia cede a quelli, da’ moderni inventati , gli su- 
jiera però grandemente in esattezza , ed iu geometrica 
venustà (io). 

Fra gli espositori, e fomentatori di Archimede, il 
[«rimo che si presenta è Eulocio di Ascalona (i i) ; e 
sebbene altri comentatori vi fossero stati prima di lui , 
i loro scritti non sono a noi pervenuti . 

I suoi dotti conienti riguardano i due libri del- 

(iy) Vcgg.tra le note cricche, re. quella che lo concerne. 

( 11 ) Fiori nel scilo secolo (iella nostra era. ‘ 
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l' equilibrio de' piani ; i due detta Sfera, c del Cilin- 
dro , e 1* altro della Misura del Cerchio .. Cosi egli 
altri ce ne avesse pur lasciali sulle altre opere di Ar- 
chimede , clic or noi non immilleremmo di molti' dot- 
trine degli antichi , e d’ importanti notizie storiche in- 
torno a que’ nostri sommi maestri . In occasione del 
problema di : Esibire la sfera uguale ad un cono, n 
cilindro dato , che Archimede risolve nel lib. 11° dell» 
Sfera, e del Cilindro, Eutoeio ha riportate tutte le diverse 
soluzioni, che gli autiehi diedero del problema delle due 
medie proporzionali, cui la soluzionedi quellaltro si trova 
ridotta. I comentarj di Eutoeio sono, iu breve dire, un'ope- 
ra assai importante pe coltivatori della Geometria antica. 

All’ epoca del risteramento delle Scienze in Ita- 
lia ebbe Archimede nuovi espositori , c fomentatori . 
E da prima furono alcune sue opere , tal die quelle : 
i°. De centris graviuni calde planis aequerepcnti- 
bus , lib. a. — a°. Quadratura parabolae. — 3". De 
circuii dimensione . — 4 ° -De insidtntibus aqaae, tra- 
dotteda Nicola Tartaglia, e pubblicate nel i 543 in Ve- 
nezia. Se non che è da credere, quantunque il Tartaglia 
non ne faccia affatto menzione , eh’ egli si fosse prev.v- 
luto [ìcr la versione del a° e 3° trattato di quella già fat- 
tane, e pubblicità dal Gaurico fin dal i5o3. Ma di que- 
sto lavoro del Tartaglia ben a ragione duolsi il Mazzu- 
clielli, die alcuno degli scrittori delle opere di Archime- 
de non abbia fatto [virola (i a) . Furono in seguito le 
«qiere *li Archimede, per comando di Nicola V, tradotte 
da Jacopo da Cremona, che a suo tenij» aveva fama di 
uomo dille matematiche, e della lingua greca intendente; 


('») Arggansi le sue Solide intorno ad Archimede. 
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e quella versione pervenuta nelle rnatii del Regiomonta- 
no, fu insieme al lesto greco premessovi , pubblicata in 
Basilea dall’ Ervagio nel |5.{4 t per cura di Tommaso 
Gcchaufl’, detto Venatorio, che il Montucla ha equi- 
vocato in credernelo il traduttore . Essa però non ha 
molto merito geometrico . E dee credersi che nessun di 
quelli, che vi ebbero parte abbia avuto coatezza del lavo- 
ro precedente del Tartaglia; perche altrimenti vi Rincon- 
trerebbe il trattato de msidenlibus aquile, elicvi manca. 

Contemporaneamente a Jacojio da Cremona asse- 
risce il Gesnero, che Giovanni Aurispa sic liano si fos- 
se pure occupato a tradurre Archimede ; ma delle sue 
iàtichc non esistono vestigia . In seguito Federico Com- 
mandini diede la sua versione delle opere di Archimede, 
almeno delle più principali , cioè : Circuii dimensio — 
Ve lineis spiralibus— Quadratura parabolae — De 
Conoidibus et Sphaeroidibus —De numero arenile , 
pubblicata da Paolo Manuzio, nel i558.Ed oltre a' dotti 
lomenti di Eutocie, lamichi, al suo solito, di altri non 
meno giudiziosi, ed importanti. Epoi nel i5()5 pubbluò 
iu Bologna, restituiti al pristino splendore , i due libri ; 
De iis qiiac eehuntur in aqua. A quest epoca mrdesi- 
ma d messi i ese Maurolico lavorò la sua parafrasi delle 
opere di Archimede, che nel 1 G 70 , cioè guaimi dopo la 
di lui motte, fu lomiticiila a stampare ili Messina , con 
l'assistcuza di GÌhii-AIIÌhiso Borelli ; ma senza esser ter- 
minata , trasportandosene gli esemplari in Palermo, j er 
naufragai della nave in cui erano, tutti si [ erderono, a inc- 
ito di 11110,0 due. die seri irono a farla riprodurre, per 
essere conosciuta dal pubblico, nel i085(i 3 ) . In Fran- 
ti.’ } ' egg-ausi Ir .Valirii' i nini no mi Archimi tir del Mai- 


1 

j 

i 


Pigjtized by Coogle 


SULLA SFERA E SUL CILINDRO 


363 


eia il gesuita Ri valt pubblicò anchVgli nel i 6 i 5 le opere di 
Archimede G.L., che vennero poi ristampate nel i 8 ,e di 
nuovo nel 46 rivedute da Claudio Ricardo; ma questa pa- 
rafrasi ne meno è riescila areometri di gradimcuto(i 4 )» 
E parafrasi giudiziose delle opere di Archimede deb- 
bonsi anche considerare 1 * esposizioni di esse datene 
dai Barro'w , e dal Borelli . 

A tutte queste principali edizioni delle opere di 
Archimede, Samuele Foster aggiunse i cosi detti Lem- 
mi ^ se pur essi, come sopra accennammo , sono opera 
di Archimede , pubblicando in Londra nel 1 659 la 
versione fattane su di un MSS. arabico da Giovanni 
Gravio, la quale egli rivide ecorres;e. E di poi di nuo- 
vo furono questi lemmi tradotti dall arabico, da Àbra- 
mo Ecchcllcnse tumulila , c pubblicati in Firenze nel 

2,11 clic! li bresciano; c si correggano a questo proposito, gli 
equivoci del Molimela, in credere che il Maurolico stesso a- 
vesse pubblicata lai sua opera nel i 5 -o, e che questa edizione 
fosse stala quella che si perde per naufragio , c la di cui ri- 
stampa comparve, secondo lui , nel 1681. Ma chi cono- 
sce quanta sia la difficoltà in raccogliere notizie di tal sorta, 
principalmente ove non si possono aver soli' occhio le opere 
originali , saprà compatire questo , ed altri equivoci di uno 
scrittore , clic tanto ha dovuto raccogliere per la sua com- 
piutissima , giudiziosa , e ciotta storia delle Matematiche. 

04 ) Quamquam Rivaltus Uhm (cioè quella di Basilea) in 
ievioribus emendavi f; ubi tamcti erut nodus vindice dignius, 
nihil est molitus ; quaeque mutnvit , id fecissc vide tur , non 
1 wetoritate codi ci s alcujus fide diguioris , sed ex ronj e du- 
ra 9 un y rnfjue non in omnibus , ne quid gravi us di cani , sa- 
tin felici ; cosà Io riprende il Walli* nelle note alla sua 
dotta esposizione del trattato de circuii dimensione. Ed il 
tuo medesimo compatriota CI.Midorgio, per pii/ riprese lo 
chiama inf lix commuti aloe. 
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»66i in seguito a’ libri v, vi, vii di Apollonio Pergeo , 
con illustrazioni di Gian-AlfonsoBorelli . Intanto desidc- 
ravasi ancora un'edizione compiuta, ed esatta di tutte le 
opere di questo divino geometra , non soddisfacendo in- 
teramente i matematici di un gusto raffinato quella che n’ 
era stata data in Basilea, e che fino a questo punto dove- 
va considerarsi come la più compiuta. Ed era serbato al- 
l’ Italia il perfezionare tal lavoro di un suo antico geome- 
tra , per opera di Giuseppe Torelli veronese; ed al! In- 
ghilterra, gran coltivatrice delle opere de’ Greci, il pub- 
blicarlo in forma elegantissima pe’ tipi di Oxford , del 
pai-i che aveva già futlo pe’ due altri celebri geometri 
dell’ antichità, Euclide, ed Apollonio . Questa edizione 
delle opere di Archimede usci in luce nel 1 792, dopo la 
morte del Torelli ; e chi di essa vuole esser pienamente 
informato , legga la dotta prefazione dell'espositore italia- 
no . Finalmente non debbo tralasciare di qui dire , che 
ultimamente è stata fatta delle opere di Archimede una 
versione francese dal Peyrard ( 1 5 ) traduttore anche de- 
gli Elementi di Etfclidc , c di altri geometri antichi . 
Tal versione nou ha però nulla aggiunto a’ lavori prece- 
denti fitti da altri, che anzi con dispiacere si osserva, che 
il traduttore francese non pare che abbia fatto quel caso 
che doveva del lavoro del Torelli , ed abbia supprcssi 
i dotti, cd importanti lomenti di Eutocio, sostituendo- 
vi i suoi non di molto interesse pc geometri. Filialmen- 
te , che abbia in qualche luogo cambiato il linguaggio 
di Archimede , facendogliene parlare uno , che nè egli 
ebbe , nè poteva mai avere , perchè posteriore a lui . 

(i5) Le» Oeuvre» rf Archimede , irmi, lillt'raiment, 
asec un comm. 1807 voi. 1 in 4 , e 1818 voi. a in 8. 
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DEFINIZIONI. y ; jy. 

i. Se da un punto della circonferenza del semi- 
cerchio clic genera la sfera, sì tiri la perpendicolare al 
diametro *, ciascuno de’ solidi , che , nel generarsi la 
sfera , vien descritto da un de’ due semisegmenti cir- 
colari , ne’ quali resta diviso il semicerchio , si dirà seg- 
mento sferico : e 1’ altezza di questo sarà la parte del 
diametro , che gli corrisponde nel semiscgmenlo circo- 
lare , che lo genera . 

it Settore sferico è il solido, che si descrive da un set- 
tore circolare, nel rivolgersi dintorno all’ un de’ suoi rag- 
gi immobile, finche ritorni dove comiuciò il suo moto. 

Un tal solido risulta dal segmento sferico, aggiunto- 
vi, o toltone quel cono, la cui base è il cerchio, ch’ù ba- 
se di esso segmento , ed il vertice il centro della sfera. 

in. Rombo conico è il solido, che si descrive da un 
triangolo, il quale si rivolga dintorno ni un suo lato , 
ci* comprende angoli acuti con ciascuno de’riraaueuti. 

È chiaro , che tal solido sia composto da due coni , 
i quali hanno la base comune , ed i loro assi pur dritto . 
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V. X. 

i. La linea retta è la più breve di quante lince 
si tirano da un punto ad un altro . , 

il. Le due tangenti , che da un punto fuori del 
cerchio si tirano a questo , sono maggiori dell' arco 
circolare tra i contatti . 

ni. Il piano è la minima di tutte le superficie , 
clic hanno gli stessi termini . 

iv. Vi sono alcune superficie terminate, le quali 
non sono già esse nel piano , ina hanno nel piano i 
loro termini , rimanendo tutte dalla medesima parte 
del piano in cui sono terminate . Or se in siffatte su- 
perficie , presi ad arbitrio due punti, la congiungente 
questi cada sempre da una stessa parie di quella su- 
perficie , o al più si distenda sulla medesima , mai 
perù ne cada alcuna dall’ altra parte 5 tal superficie si 
dirà concava verso il piano ov' è terminata . 

E laddove due di siffatte superficie sieno concave 
verso lo stesso piano , nel quale abbiano comune il lo- 
ro termine 5 la minore di esse sarà sempre quella ch’è 
compresa , quantunque avesse con T altra qualche parte 
comune. 


PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

V. JV. Se iscrivasi un poligono nel cerchio ; il peri- 
metro del poligono è minore della circonferenza del 
cerchio . 

Ciò è chiaro ; poiché ciascun Iato di tal poligo- 
"prin. i no é minore dell’ arco da e*so sotteso ’ . 
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PROPOSIZIONE U. 

TEOREMA. 

Se circoscrivasi un poligono al cerchio ; il pe- 
rimetro di tal poligono è maggiore della circon- 
ferenza del cerchio . 

Al cerchio BFI> * si circoscriva il poligono AKGEC :* /?». i . 
dico che il perimetro di tal poligono sia maggiore del- 
la circonferenza del cerchio . 

Poiché le tangenti DA, AL sono maggiori dell arco 
BL , eh’ è tra i contatti * ; c similineutc le tangenti‘prin.a. 
BC , CD sono maggiori dell’ arco BD ; le DE - , EF 
maggiori dell’ arco DI’ ; le FG , GII maggiori dell’arco 
FII ; e le IIK , KL maggiori dell’ arco I1L : perciò 
l'intero perimetro del poligono risulta maggiore della 
circonferenza del cerchio. — C.JB.D. 

PROPOSIZIONE ni. 

TEOREMA. 

Ogni cerchio è uguale al triangolo rettangolo , y. /y. 
di cui un lato dintorno all' angolo retto rappresenti 
la circonferenza del cerchio , e 1 altro sia uguale al 
raggio . 

Sia il cerchio ABCD * descritto col raggio OA ' a. 
intorno al centro O ; ed un lato XY , che com- 
p renile 1’ angolo retto X del triangolo rettangolo ZXY 
rappresenti la circonièrenza del cerchio ABCD , 1’ al- 
tro lato ZX sia uguale al raggio OA : dico che <pie- 
sto triangolo ZXY sia uguale al cerchio ABCD . 
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Poiché se il triangolo ZXY non è uguale al cer- 
chio ABCD , dovrà pareggiare un cerchio minore di 
ABCD , o pur maggiore . Suppongasi primieramente 
uguale ad un cerchio minore di A BCD , e sia ipiesto 
1 ' altro abcd descritto dintorno allo stesso centro O . 
S' iscriva nel cerchio maggiore ABCD un poligono 
AEBFCD di numero pari di lati uguali, il quale non 
* 16 . XII. tocchi il cerchio minore abcd’ ; é chiaro che se 
dal centro O si tirino i raggi i,' vertici degli ango- 
li di questo poligono , resterà esso diviso in tanti tri- 
angoli , quanti sono i suoi lati . E poiché le perpen- 
dicolari , die dal centro O si tirano su i lati uguali 
•* 4 -I D 'del poligono iscritto nel cerchio , sono uguali * ; per- 
ciò que' triangoli saranno tutti ugualmente alti : quin- 
di la somma loro , cioè il poligono , dovrà essere u- 
guale ad un solo triangolo , che abbia per base la som- 
ma delle basi di quelli , cioè il perimetro del poligo- 
no , e per altezza la OP , loro altezza comune . Ed 
essendo la circonferenza del cerchio ABCD maggiore 
* f r. i .del perimetro AEBFCD iscritto in esso* , si potrà per- 
ciò tagliare dalla XY la TLy uguale a questo perime- 
tro. Similmente si prenda sulla XZ la Xz uguale alla 
OP , eh’ è minore del raggio OA , o sia di XZ , e 
giungasi la : v ; sarà il triangolo z Xy uguale al poli- 
gono AEBFCD . Ma questo triangolo è minore dell’ al- 
tro ZXY , che si è supposto pareggiare il cerchio aie d- 
quindi dovrà esser anche il poligono AEBFCD mino- 
re di tal cerchio ; che non può essere. E perciò non 
può il triangolo ZXY essere uguale ad un cerchio 
minore di ABCD . 

Dico inoltre , che nè anche possa quel triangolo 
ZXY pareggiare un cerchio GHK.L maggiore dell' altro 
ABCD : poiché se lo può , suppongasi quel cerchio 
descritto dintorno allo stesso centro O , e s’ iscriva in 
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esso il poligono GMHNKL di numero pari di ia- 
ti uguali , che non tocchi il cerchio minore ABCD * ." 16 .XII. 
E poiché il perimetro di questo poligono è maggiore 
del perimetro di quell' altro simile ad osso , che si ]>o- 
trebbe circoscriTere al cerchio ABCD ; e questo è 
maggiore della circonferenza del cerchio ABCD*, e quin-* pr. 1 . 
di della XY ; sarà jierciò anche il perimetro del po- 
ligono GMHNKL maggiore della XY . Ciò posto si 
prolunghi questa XY in T , finché la XT sia uguale 
al jicrimetro del poligono GMIINKL ; e prolungata 
anche la XZ in R , finché la XR sia uguale alla per- 
pendicolare OQ , che dal centro O si tira sopra un 
lato del poligono GMHNKL , la quale è maggio- 
re del raggio OA , giungasi la RT ; sarà il triangolo 
RXT uguale al poligono GMHNKL . Quindi siccome 
il triangolo RXT è maggiore dell'altro ZXY’, così an- 
che il poligono GMHNKL dovrebbe esser maggiore 
del cerchio GHKL nel quale è iscritto: lo die ripu- 
gna . Laonde nè pure può il triangolo ZXY essere 
uguale ad un cerchio maggiore di ABCD . E si è di- 
mostralo , che non poteva quel triangolo pareggiare 
un cerchio minore dello stesso cerchio ABCD ; dovrà 
perciò essere uguale a questo cerchio . — C. B. D. 

Scolio. 

I lati XY , X/ intorno all' angolo retto X de' due 
triangoli ZXY, zX_y rappresentino le circonferenze 
di due cerchi , e gli altri due lati XZ , X z , che sono 
anche dintorno allo stesso angolo , sieno rispettivamen- 
te uguali a’ raggi degli stessi cerchi : saranno essi tri- 
angoli ZXY , : Xy uguali a’ cerchi de’ raggi XZ, Xz*:* pr. 3. 
quindi siccome questi cerchi sono tra loro come i qua- 
drati de’ diametri*, o pur de’ raggi XZ, Xz; perciò*». XII. 
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dovrà anche stare il triangolo ZXY al triangolo z X r, 
come il quadrato di XZ a quello di X z . Ma i trian- 
goli ZXY , 2 X/ sono rispettivameute le metà de’ ret- 
tangoli di ZX in XY , e di zX in X_p; quindi sarà 
pure il rettangolo di ZX in XY a quello di z X in 
X/ , come il quadrato di ZX a quello di z X ; e 
permutando starà il rettangolo di ZX in XY al qua- 
drato di ZX , come il rettangolo di z X in X y al qua - 
* J. Vl.drato di z X , ciod starà XY a ZX , come X/ a z X’; 
e di nuovo permutando X\ T ad X_p , comeZX a : X. 
Vale a dire . 

Le circonferenze de ceretti sono tra loro come i 
raggi ■ 


PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Se nel cono s’ iscriva una piramide a liase 
equilatera ; la superficie di questa piramide , senza la 
base , è uguale al triangolo rettangolo , di cui un 
lato dintorno all’ angolo retto sia uguale al jierimc- 
tro della base della piramide, ‘e 1’ altro lato sia quan- 
to I' altezza di uno de’ triangoli uguali , clic forma- 
no la detta superficie. 

'/ig. 3. Sia il cerchio BAC * la hase di un cono , e '1 
rettilineo equilatero BAC iscritto in questo cerchio 
dinoti la hasc della piramide iscritta nel c. io ; cd es- 
sendo i triangoli che la contengono perfettamente u- 
* 8. l.guali * , e però avendo uguali altezze , sia 1' una di 
queste dinotata dallu I’E , 1 un de’ lati del triangolo 
El-'G , «li cui 1' altro lato 1 FG intorno 1’ angolo ret- 
to in F sia quanto il perimetro del rettilineo ABC : 
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dico che questo triangolo EFG pareggi la superficie di 
tal piramide t senza la base . 

Dividasi li FG nelle FU, HK , KG ugnali alle 
AB, BC, CA , e giungansi le EH, EK : i trian- 
goli FEH , HEK , KEG avendo la stessa altezza di 
quelli, che contengono la piramide, gli saranno uguali; 
che perciò Ja somma di questi , cioè la superficie 
della proposta piramide , senza la base , dovendo pa- 
reggiare la somma di quelli , sari uguale al triangolo 
EFG. — C.B. D. 

PROPOSIZIONE V. 

T ■ o a a H A. 

Se i punti , ne’ quali due lati del cono in- V ti. 
contrano la circonferenza della base , giungansi con 
una linea retta ; n’ emergerà un triangolo , clte sarà 
minore della superfìcie conica , eh’ d sottende . 

ti. B. Chiamasi loto del cono 1’ ipotenusa del triango- 
lo rettangolo generatore di questo solido , qualunque sia 
il luogo , ov’ ella si riuovi in tal genesi . E sari fa- 
cile , dopo ciò , il supplire , per 1 ' intelligenza dell’ e- 
nuuciazione del seguente teorema , la definizione del Cito 
del cilindro . 

Sieno DA , DC * due lati del cono BACD , ed i* fig. 4 . 
punti A , C ne' quali essi incontrano la circonferen- 
za BAC giungansi colla AC : dico che il triangolo ADC 
sia minore della superficie conica , eh’ ei sottende . 

Sia tal superficie quella , eh' è rappresentata dal- 
la AUCD . Si seglti r arco ABC per metà in B , e 

io 
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giungansi le AD , DC , BD : saranno i due triangoli 
BAD , BCD maggiori del triangolo ADC . 

Imperocché si costituiscano al centro d * del cer- 
chio acb descritto col raggio d a uguale a DA , i tre 
angoli adb , bdr , ede ugnali rispettivamente a' -tre 
altri angoli ADB , BDC , CDA : è chiaro che il pun- 
to c non potrà cadere in a ; perchè altrimenti i tre 
angoli adb , b d c , c d e , e quindi i loro uguali in 
,D , formerebbero quattro retti “ . Laonde 1’ arco c c 
sarà minore dell'arco ce a . Ma poiché gli angoli cdb, 
Ida , insieme presi, sono maggiori dell' angolo c de' ; 
1’ arco c b a dovrà pure esser maggiore dell' arco c e : 
adunque la corda ca dividendo la circonferenza" cabe 
in due archi , ciascuno maggiore dell' arco c c , dovrà 
esser maggiore della corda c e di quest' altro arco . Or 
giungansi le ab, bc, ce, e la bd incontrila coiti 
in , gli dovrà essere perpendicolare ; perciò i due tri- 
angoli b de , b da , che sono uguali , pareggeranno , 
insieme presi, il rettangolo di b d, loro base comune, 
in cm , altezza dell' un di essi. E -e tirisi da d sopra 
cc la perpendicolare dn, il triangolo ede, eh' è dop- 
pio dell' altro c d n , sarà anche uguale al rettangolo 
di d n base comiine alle sue due metà ndc, nde in 
n c altezza di una di queste. Ber lo che, siccome cm 
si è dimostrata maggiore di c n , e che bd è maggio- 
re di d n, cosi il primo de' detti rettangoli sarà maggio- 
re dell’ altro ; cioè i due triangoli cdb, bda, oi loro 
uguali CDB, BDA, saranno maggiori del triangolo c de, 
o sia CDA -. come si è qui sopra assunto . Ciò pre- 
messo , si supponga essere il rettilineo H l’ eccesso di 
que’ due triangoli sopra di questo -, sarà H o mino- 
re de' segmenti circolari A£B , BFC , o pure non 
minore . 
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Sia in primo luogo non minore*. E poiché Ia"/!4' n . »• 
superficie BAED, composta dalla superficie conica AEBD, 
e dal segmento circolare AEB ha gli stessi termini , 
che il triangolo ABD , sarà essa maggiore di questo 
triangolo*. Similmente l'altra superficie BCFD compo-V>rin.3. 
sta dalla superficie conica BFCD , e dal segmento circo- 
lare BFC è maggiore del triangolo BDC . Adunque l’in- 
tera superficie conica AEBFCD, insieme co'scgmcnti cir- 
colari AEB , BFC, è maggiore de'triangoli ADB , BDC . 

Ma si è sopporto , che lo spazio H sia non minore di 
que* segmenti circolari ; quindi la superficie conica 
AEBFCD insieme con lo spazio H, è maggiore de’ trian- 
goli ADB , BDC ; c perciò anche del triangolo ADC in- 
sieme con lo spazio H , la qual somma si era suppo- 
sta uguale a que’ triangoli . Laonde , tolto di comune 
lo spazio H, sarà la rimanente superficie conica AEBCFD 
maggiore del triangolo ADC . 

Sia adesso lo spazio li minore de' segmenti circo- 
lari AEB , BFC . Si dividano per metà gli archi AB, 

BC in E , F , c giungansi le AE , ED , BF , FC ; 
sarà ciascuno de’ triangoli AEB , BFC maggiore della 
metà del segmento circolare nel quale consiste. E conti- 
nuando a dividere in due parti uguali le metri degli archi 
AB, BC, c tirando le loro corde, dovrà finalmente pcr- # ^ 
venirsi a segmenti circolari minori dello spazio H*: sieno ^ 
questi quelli , die iudstono sulle linee rette AE, EB , 

BF, FC, e giungansi le DE, DF. E poiché la super- 
ficie EAGD composta dalla superficie conica AGED , 
e dal segmento circolare AGE , è maggiore del trian- 
golo ADEy e che l’ altra superficie BEMD è maggio- 
re del triangolo EDB \ sarà perciò tutta la superficie 
MBEAGD, die compone*! dalla superficie couiea AEBD, 
c da’ segmenti circolari AGE , EMB , maggiore de’tri- 
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angoli A ED , DEB. Laonde essendo i triangoli A ED, 
DEB maggiori del triangolo ABD; la superficie MBEAGD 
sarà molto maggiore del triangolo ADB . Per la stessa 
ragione anrlic la superficie KBFCLD è maggiore del 
triangolo BDC ; quindi le due superficie MBEAGD , 
KBFCLD , cioè la superficie conica ABCD , insieme 
co’ segmenti circolari AGE , EMB , BKF , FLC , sarà 
maggiore de' triangoli ABD , DBC . Ma questi trian- 
goli sono uguali al triangolo ADC insieme con lo spa- 
zio H ; e que' segmenti , che abbiamo nominati , sono 
minori di esso spazio 11 : perciò la rimanente super- 
ficie conica ABCD è maggiore del triangolo ADC . — 
C. D. V. 


CoaoLLsaio. 

Quindi : Se iscrivasi nel cono una piramide , la 
superficie di questa è minore della superficie del cono , 
non consitlcrandovi le loro basi. 

Poiché ciascuno de' triangoli , che comprendono 
la piramide è minore di Ila sujierficie conica , eh’ essa 
sottende . 

PROPOSIZIONE VI. 
teorema. 

Se al cerchio , eh’ è base del cono , si tiri- 
no due tangenti , le quali s’ incontrino fra loro , i 
triangoli , che avranno per basi queste tangenti, e per 
vertice quello del cono , saranno maggiori della su- 
perficie conica , che da essi si comprende . 
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Sia il cerchio ABC’ la base di un cono, che Ìiì'fig 5. 
per vertice il punto E , cd a tal cerchio si tirino 
le due tangenti AD , CD , le quali s’ incontrino in 
D , e giungami le AE , DE , CE : dico che i tri- 
angoli A ED , DEC sieuo maggiori della superfìcie co- 
nica ABCE contenuta da' lati AE , EC del cono , e 
dall’ arco ABC . 

Si divida quest’ arco ABC per metà in B , e per 
B tirisi al cerchio ACB la tangente GBF , la quale in- 
contri le AD , DC in G , F ; sarà questa tangente pa- 
rallela alla corda AC tirata fra i contatti A , C ; poi- 
ché la perpendicolare , che dal centro O si tira alla 
AC , dovendo divider per metà questa corda , e 1’ arco 
ABC , eh’ «ssa sottende , dovrà passare per lo punto 
B , ed esser anche perpendicolare alla tangente GBF : 
finalmente giungami le EF , EG . E poiché le FD , 

DG sono maggiori della FG , aggiuntevi di comune le 
AG , CF , saranno le AD , DC maggiori delle AG , 

GF , FC . Or la tangente AD è perpendicolare al rag- 
gio AO del cerchio ACB , a questo raggio è la comu- 
ne sezione di tal cerchio , eh’ é base del cono , e del 
triangolo ADE , che lo descrive ; che perciò la DA 
dovrà esser perpendicolare al piano del triangolo AOE , 
e quiudi alla AE , eh' esiste in tal piano . Simil- 
mente si dimostrerà , che ogni altro lato EB , EC , e.c. 
del cono sia perpendicolare alla tangibile il cerchio 
ACB nel suo estremo B , C , ec. Quiudi i triangoli 
EAD , ECD , AEG , GEF , FEC hanno tutti la stes- 
s’ altezza , cioè il lato del cono ; e perciò i due primi 
staranno agli altri Ire , come AD , DC ad AG , GF , 

FC ; la qual cosa si dimostra facilmente . Per lo che 
■«scudo le AD , DC maggiori delle AG , GF , FC ; 
saranno anche i triangoli A ED, DEC maggiori de’ tri- 
angoli AEG , GEF , FEC . Iliuoti lo spazio H 1’ ec- 
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cesso di que’ due primi triangoli su questi tre altri r 
potrà H esser minore de’ trilinei AGB , BFC compre- 
si dalle tangenti AG , GF , FC , c dogli archi circo- 
lari AB , BC tra i contatti , o pur nou minore . 

Sia primieramente 11 non minore di questi trili- 
nei . E poiché i triangoli AEG , GEF , FEC , ed il 
quadrilatero AGFC compongono una superficie , e que- 
sta , e 1’ altra superficie , che si compone dalla su- 
perficie conica ABCE , e dal segmento circolare ABC 
hanno gli stessi termini nel piano AEC , cioè i lati 
del triangolo AEC , e sono entrambe rivolte colla loro 
concavità verso questo piano ; perciò sarà quella pri- 
’prin. 4 . ma superficie maggiore della seconda ' . Laonde tol- 
to di comune il segmento circolare ABC , resterà la 
somma de’ triangoli AEG , GEF , FEC, e de’ trilinei 
AGB , BFC maggiore della superficie conica ABCE . 
Ma lo spazio li si è supposto non minore de’ trilinei 
AGB, BFC; adunque sarà anche la somma di que’ tre 
triangoli , e dello spazio H maggiore della superficie co- 
nica ABCE • Perciò siccome que’ Ire triangoli, insieme 
con lo spazio li , erano ugnali a’ due triangoli AED , 
DEC ; cosi anche questi saranno maggiori della super- 
ficie conica ABCE . 

Che se lo spazio II si supponga minore de’ trilinei 
AGB , BFC : si dividano per metà gli archi AB , BC 
ne’ punti K , L , pe’ quali si tirino al cerchio ACB 
le tangenti MN , XH ; queste taglieranno da essi trili- 
nei AGB, BFC i triangoli MGN , XFR, che ne sono 
più che la metà . Imperocché giungami le OB , OF , 
OG : questa OG dividendo per metà l’ angolo AOB , 
dovrà passare per lo punto K. Ed essendo AM uguale 
ad MK , ed MK minore di MG , sarà anche AM mino- 
re di MG ; quindi il triangolo GKM essendo maggio- 
* 1 . YLve dell’altro MKA*, sarà molto più che la metà del tri- 
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lineo GKA . Cosi pure dimostrando , die il triango- 
lo GKN , sia più che la metà del trilineo GKB , ne 
segue clic l' intero triangolo MGN sia più che la' metà 
del trilineo AGB. Similmente si dimostra, che il trian- 
golo XFR sia più che la metà del trilineo BFC . Se 
dumpie si continuino a dividere per metà gli archi A K , 

KB , BL , LC , e si tirino le tangenti al cerchio ABC, 
si dovrà pervenire finalmente a (rilinei minori dello 
spazio H * . Siena questi i trilinci AMK , KNB, BXL,*A.XII. 
LRC , c giungansi le MG , ME , XE , RE . Si di- 
mostrerà come poc'anzi , che i triangoli AEG , GEF, 

FEC sieno maggiori de’ triangoli AEM , MEN , INEX , 

XER , REC ; poiché le basi AG ■ GF , FC di quel- 
li , insieme prese , sono maggiori della somma delle basi 
AM , MN , XX , XR , RC di questi , e l'altezza loro 
comune é il lato del cono : e che la superficie compo- 
sta da’ triangoli AEM , MEN , NEX , XER , REC , 
e dal rettilineo AMNXRC , avendo gli stessi termini 
nel piano AEC coll' altra superficie composta dal segmen- 
to circolare ABC , e dalla superficie conica ABCE , e 
comprendendola , ne sia maggiore . Che perciò toglien- 
done di comune il segmento circolare ABC , resteran- 
no i triangoli AEM , MEN , NEX , XER , REC in- 
sieme co’trilinei AMK, KNB, BXL , LRC maggiori 
della superficie conica ARCE . Ma que' trilinei si era- 
no supposti minori dello spazio H ; quindi molto più 
la somma de' triangoli AEM , MEN , NEX , XER , 

REC , e di H , sarà maggiore della superficie conica 
ABCE. Laonde di questa stessa superficie dovrà essere 
molto maggiore la somma de' triangoli AEG, GEF, FEC, 
e di H . E finalmente siccome I' ultima delle indicate 
somme è ugnale a quella de' due triangoli A ED , DEC ; 
così anche questa dovrà esser maggiora della stessa su- 
perficie conica ABCD . — C.D.D. 
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Corollario I. 

Si rileva da ciò , che : La superficie di una pira- 
mide cirtoscrilta al cono , è maggiore della superficie 
del cono , non considerando le loro basi. 

Poiché ti è dimostrato , che i due triangoli , che 
hanno per basi le tangenti il cerchio base del cono , 
le quali »’ incontrano , e per vertice quello del cono , 
sono maggiori della superficie conica , che resta tra 
essi . E cosi continuandosi a dimostrare si conchiuderà 
ciò che si i enunciato . 

Corollario II. 

Di più , che : Ogni altra piramide , che abbia lo 
stesso vertice del cono , e per base un poligono simi- 
le , similmente posto , e maggiore di quello , eh' è base 
della piramide circoscritta al cono stesso, avrà super- 
ficie maggiore di quella di tal cono , non considerando 
le loro basi . 

Poiché è chiaro , che ciascun triangolo di qui - 
st' altra piramide è maggiore del corrispondente nella 
piramide circoscritta al cono , per aver la base, e T al- 
ti-zia maggiore . 

PROPOSIZIONE VII. 

,T E O a E M A. 

Se giungami gli estremi corrispondenti di due 
lati del cilindro ; u’ emergerà un quadrilatero minore 
della superficie cilindrica , eli’ ei sottende . 
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Sii il cercbiu ABE * la base di un cilindro, c'fig.6. 
CD1 - ’ il piano opposto ad essa . Sitno inoltre AC , UD 
due lati di questo solido , ed AB , CD le congiunte- 
ti i loro terminj corrispondenti : dico else il quadrilate- 
ro ABDC sia minore della superficie cilindrica AEBDFC, 
eh’ ci sottende". 

Si dividano per metà i due archi AEB, CFD ne’pun- 
li E , F , ed uniscami le AE , EB , CF , FD . Ed 
essendo le AC , BD uguali , e parallele all' asse del ci- 
lindro , saranno uguali , e parallele tra loro* ; e per-*g. XI. 
ciò la figura ABDC è un parallelogrammo , il quale, è 
chiaro , che sia rettangolo , ed abbia la stess’ altezza del 
cilindro. E similmente si dimostra , che sieno paralle- 
logrammi rettangoli le figure AF , FB , e die abbia- 
no per loro altezza quella del cilindro.. Laonde i. tre 
rettangoli AF , FB , AD sono ugualmente alti ; c per 
ciò staranno i due rettangoli AF , FB , presi insieme, 
all’altro AD, come le AE , EB alla AB. Ma la som- 
ma delle AE , EB è maggiore della AB ; adunque au- 
i he i rettangoli AF , FB saranno maggiori del rettan- 
golo AD . Dinoti lo spazio H l’ eccesso di quelli su que- 
sto ; sarà tale spazio U o minore de’ segmenti circola- 
ri AGE , EKB , CLF , FMD , o pur non minore. 

Sia primieramente non minore . E poiché la su- 
perficie GAEFCL composta dalla superficie cilindrica, 
eh' è tra le CA , FE , e da’ segmenti circolari AGE , 

CLF , è maggiore del rettangolo ACFE con cui ha 
gli stessi termini * , rioè le linee rette AC , CF , FE ,'pnn.ì. 
EA : e che similmente l' altra superficie KEBDFM è 
maggiore del rettangolo EBDF ; perciò le due superfi- 
cie GEACFL , KEBDFM , prese insieme , cioè la su- 
perficie cilindrica AEBDFC , eh' è sottesa dal rettan- 
golo ABDC, insieme co’ segmenti circolari AGE , EKB, 

CLF , FMD , sarà maggiore de’ rettangoli AF > FB . 
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Ma questi rettangoli sono uguali all’ altro ACDB insie- 
me con lo spazio H : quindi la superficie cilindrica 
AEBDFC insieme con que’ segmenti circolari , sarà mag- 
giore del rettangolo ACDB insieme con U . È poi H 
maggiore de’ segmenti circolari ; perciò dovrà quella 
rimanente superficie cilindrica esser maggiore del ret- 
tangolo ACDB . 

Sia ora lo spazio H minore di que’ segmenti cir- 
colari . Si divida per metà ciascun arco AE , EB , CF, 
FD j poi le loro metà dividami anche in due parti 
uguali , e ciò si continui a (are , finché congiunte le 

. , corde di questi ultimi archi , risultino segmenti cir- 

•Jnnosl. , ’ . .11. i 

2 XII co * i,ri minori dello spazio il : sieno questi quelli, che 

insistono sulle linee rette AG, GE, EK, KB, CL, LF , 
FM, MD. Dimostreremo, come nella parlo precedente, 
che i rettangoli AL, GF, EM , MB sieno maggiori de- 
gli altri AF, FB ; e die le superficie cilindriche com- 
prese trai lati AC, GL; GL, EF ; EF, KM; KM, 
BD insieme co’ segmenti circolari, che hanno per corde 
le AG, GE , EK , KB, CL, LF, FM, MD , cioè l'in- 
tera superficie cilindrica, di’ è tra le AC, BD , insie- 
me con que’ segmenti circolari, sia maggiore de’ rettan- 
goli AL , GF , EM , MB , e quindi anche degli al- 
tri AF , FB , o sia del rettangolo ACDB una con 
lo spazio li. Per lo che essendo que’ segmenti circola- 
ri minori dello spazio H ; dovrà la rimanente super- 
ficie cilindrica AEBDFC esser maggiore del rettangolo 
ACDB. — C.B.D. 


Corollario. 

Quindi : Se iscrivasi un prisma nel cilindro ; la 
superficie del prisma è minore della superficie del cilin- 
dro j non coruidenintlo le loro basi. 
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Imperocché ciascun parallelogrammo, clic compo- 
ne la superficie del prisma , è minore della superficie 
cilindrica , eh' è costituita sopra di esso. 

PROPOSIZIONE vni. 

TEOREMA. 

Se per gli estremi di due lati del cilindro , 
si tirino le tangenti a’ ccrclù , clic sono le basi di 
questo solido , le quali s’ incontrino risjiettivamcntc 
fra loro ; unendo questi punti di concorso , emer- 
geranno due rettangoli maggiori della sujierficic cilin- 
drica compresa tra essi . 

Sia il cerchio ACB * una delle basi del CÀI in-* J'S 'J- 
dro , e CG , AE sieno due suoi lati , per gli estremi 
A , C , E , G de' quali sieno tirate a' cerchi ACB , 

EGF , basi del cilindro , le tangenti AD , CD ; EH , 

GH , che s’ incontrino rispettivamente fra loro in D , 

II ; e questi punti uniscansi con la DH : diro che i 
quadrilateri DAEH , DCGH sieno due rettangoli , i 
ipiali insieme presi sono maggiori della superficie ci- 
lindrica , eh’ essi comprendono , cioè di quella , eh’ è 
terminata da' lati EA , GC , e dagli archi ABC, EFG. 

Si tirino le AC , EG fra i contatti . E poiché t 
lati AE , CG del cilindro proposto sono perpendicolari 
al piano della sua base ACB , dovranno i piani AH,*d.ii.XT. 
HC condotti per essi, e quindi la loro intersezione DH 
esser anche perpendicolare al piano ACB* : laonde la* 18.XI. 
DH sarà parallela a ciascuna delle AE, CG*. Maèpu-*6. XI. 
re la AD parallela alla EH , perchè tali rette sono le 
comuni sezioni del piano EADH con quelli de’ cerchi 
ACB , EGF , che sono paralleli* j adunque il quadrila-*t6.XI. 
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tcro AEHD è parallelogrammo ; e tale sarà anche 
1' altro DCGH : ed è poi chiaro , che tali parallelo- 
grammi sieno rettangoli ugualmente alti che il cilindro. 
Ciò posto , si dividano per metà gli archi ABC, EFG 
in B , F , e per questi punti si tirino a' cerchi ACB , 
EGF le tangenti KBL, IFM , o giungausi le 1K , LM: 
si dimostrerà come poc'anzi, che i quadrilateri EAKI, 
IKLM , LMGC sieno rettangoli ugualmente alti che 
il cilindro. E poiché le basi DA , DC de' due rettangoli 
DE , DG sono maggiori delle basi AH , KL , LC de' 
tre altri rettangoli KE , KM , LG ugualmente alti 
che quelli ; jierciò que' due saranno maggiori di questi 
tre . Sia lo spazio N 1‘ eccesso di quelli su questi ; 
sarà questi spazio IV o minore dc'trilinei CLB, BKA, 
GMF , F1E , o pur uon minore. 

Sia in primo luogo non minore . E poiché la su- 
perficie , che si compone dai tre rettangoli AI , IL , 
LG , e da' quadrilateri EIMG, AKLC ha gli stessi ter- 
mini nel piano EACG con l' altra superficie, che si com-. 
pone dalla superficie cilindrica , eh' é tra i lati EA , 
OC del cilindro , c gli archi. EFG , ABC , e dai seg- 
menti circolari EFG , ABC ; e die di più la prima , 
e la seconda sono entrambe concave verso un tal pia- 
no EACG , e quella comprende questa ; perciò la pri- 
‘firin.$. ma sarà maggiori! della seconda * . Laonde togliendo 
di comune i segmenti circolari ABC, EFG, resteran- 
no i tre rettangoli AI , KM , LG , insieme co’ trilinei 
EIF , FMG , AKB , BLC maggiori della superficie ci- 
lindrica , eh' è racchiusa dalle EA , GC , e dagli archi 
EFG , ABC . Ma lo spazio N si è supposto non mi- 
nore di quei quattro trilinei,- quindi anche la somma 
de’ tre rettangoli AI , KM , LG , e di N sarà maggio- 
re della stessa superfieie cilindrica : e siccome quei tre 
rettangoli insieme con N pareggiavano i due rettango- 
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li DE, DG , cosi saranno anche questi maggiori del- 
la superficie cilindrica ABCGFE . 

Che se lo spazio N si supponga minore de' retti- 
linei AKB , BLC, EIF , IMG ; allora si diridano per 
metà continuamente gli archi AB , BC , EF , FG , e 
pe' punti di tali divisioni si tirino ad essi le tangen- 
ti , finché si pervenga a triliuei minori defio spa- 
zio N. Suppongasi che questi siensi gii ottenuti, col di- 
videre una sola volta permuti gli archi AB , BC, EF, 
l’G , e tirare ad essi le tangenti pe' loro punti medj ; 
è egli chiaro , che unendo i punti corrispondenti de- 
gl'incontri di queste tangenti colle altre AK, KL, LC, 
EH , IM , MG risulteranno tanti rettangoli ugualmente 
alti a* precedentemente considerati , la somma de' quali , 
insieme con quella de 'tritine! compresi da que' loro lati 
che toccano i cerchi ACB, EGF, e dagli archi inter- 
posti tra essi , si dimostrerà , come poc' anzi , esser 
maggiore della superficie cilindrica ABCGFE . E sosti- 
tuendo a questi trilinei lo spazio N, che ne maggiore, 
sarà molto più la somma di que’rcttangoli, e di K mag- 
giore della stessa superficie cilindrica ABCGFE . Ma la 
somma di que'rettangoli è minore di quella degli altri ret- 
tangoli AI , KM , LG , come si vede ; adunque que- 
sta insieme collo spazio N , e quindi i rettangoli AH, 
HC , a’ cpiali gli ultimi tre rettangoli insieme con N 
sono uguali , dovraimo esser maggiori della superficie 
cilindrica ABCGFE. — C.B.D. 

CoaOLLARIO I. 

Quindi si rileva che : La superfìcie di un prisma 
circoscritto al cilindro , è maggiore della superficie del 
cilindra , non considerando le loro basi . 

Poiché si è dimostrato , che due rettangoli , che 
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toccano un cilindro , cd hanno da una parto un lato 
comune , e dall' altra sono terminati da due lati de! 
cilindro , sono maggiori della superficie cilindrica , 
eh’ essi comprendono; c cosi continuando a dimostra- 
re , si conchiuderà il proposto . 

Corollario II. 

Di più che ; Ogni altro prisma , che abbia I al- 
tezza stessa del cilindro J e per ciascuna base un ret- 
tilineo similmente posto , c maggiore di quello eh' è base 
del prisma circoscritto al cilindro stesso , avrà la sua 
superficie maggiore di quella di tal cilindro . 

Poiché ciascun rettangolo , che termina quest’ altro 
prisma, è maggiore del corrispondente nel prisma cir- 
coscritto al cilindro ; mentre la base è maggiore della 
liase , e 1' altezza è la stessa. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

La superficie del cilindro, senza le basi, è u- 
guale al rettangolo contenuto da una linea retta, che 
rappresenta la circonferenza della base di tal cilin- 
dro , e da un Iato di esso . 

’fig. 8. Il cerchio ABCD * dinoti la base del cilindro , 
il cui asse sia OV , che dinoterà anche un qualunque 
lato di tal cilindro ; e sia il rettangolo ZY conte- 
nuto dalla XY , che rappresenti la circonferenza del 
cerchio ABCD , e dalla ZX uguale ad OV : dico che 
questo rettangolo sia uguale alla superficie di quel ci- 
lindro. senza le basi. 
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Poiché se il rettangolo ZY non è uguale alla su- 
perficie ilei cilindro , che ha per hasc il cerchio ABCD, 
e per asse OV , dovrà pareggiare la superficie di un 
cilindro descritto con lo stesso asse , e che ahhia per 
base un cerchio minore del cerchio ABCD , o pur mag- 
giore . Pareggi in primo luogo quella del cilindro , la 
cui base è il cerchio abcd minore di ABCD, e con- 
centrico . S’ iscriva nel cerchio maggiore ABCD un 
poligono AEBFCD di numero pari di lati uguali , 
il quale non tocchi il cerchio miuore abcd', e poi s’in-*i6.XII. 
tenda eretto su questo poligono un prisma dell' al- 
tezza del cilindro . E poiché il perimetro di tal po- 
ligono è minore della circonferenza del cerchio ABCD* ,* pr. i. 
la quale si è rappresentata con la retta XY , si tagli 
da questa la X^ uguale a quel perimetro , e compiasi 
il rettangolo 'Ly : sarà questo rettangolo , coni' è chia- 
ro , uguale alla superficie di quel prisma ; c però 
maggiore della superficie del cilindro descritto sul cer- 
chio abcd', e quindi anche del rettangolo ZY, che si’e.J.p.8. 
v supposto uguale a questa superficie cilindrica. Lo che 
ripugna . Non può dunque il rettangolo Z Y pareggia- 
re la superficie di un cilindro , che ahhia lo stesso 
asse OV del proposto , ed una base minore del cer- 
chio ABCD . 

Sia dunque tal rettangolo ZY ugnale alla su- 
perficie di un altro cilindro, anche descritto con lo stes- 
so asse OV, ed avente per base il rerchio GHKL mag- 
giore di ABCD , e concentrico . S’ intenda similmen- 
te iscritto in questo cerchio GHKL un poligono 
GMHNKL di numero pari di lati uguali , il qua- 
le non tocchi l’altro cerchio ABCD; e sopra di esso 
ergasi il prisma dell' altezza OV , rhe verrà ad esse- . 
re iscritto in quel ciliudro. Ciò posto , poiché il pe- 
rimetro del poligono GMHNKL è maggiore dilla cir- 
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•pr. a. conferenza del cerchio ABCD * , e quindi anche della 
retta XY , che la rappresenta , si prolunghi la XY , 
finché XT pareggi tal perimetro , e compiscasi il 
rettangolo ZT , sarà, com' è chiaro , questo rettan- 
golo uguale alla superficie di quel prisma ; quindi mi- 
nore della superficie del cilindro descritto sul cerchio 

V p. 7. GHKL * , e per conseguenza del rettangolo ZY, che si 
è supposto uguale a questo. Lo che anche è un assurdo. 

Laonde non potendo il rettangolo ZY , contenuto 
dalla linea retta XY , che rappresenta la circonferen- 
za del cerchio ABCD , e dall'altra ZX , eh’ è quanto 
la OV , essere uguale alla superficie di un cilindro che 
ha per asse OV , la cui hase sia un cerchio minore di 
ABCD , o pur maggiore ; dovrà necessariamente pareg- 
giare quella del cilindro di questa base — C. B. D. 

PROPOSIZIONE X. 

* e o a 1 x a. 

La superficie del cilindro senza le basi sta ad 
una di queste , come il doppio lato del cilindro al 
raggio della base. 

’Jìg. 9. Sia il cilindro che abbia per asse la linea retta 
AC * , ed AE esprima il raggio della sua base : dico 
, che debba stare la superficie di tal cilindro alla sua 
hase , come il doppio di AC ad AE. 

La linea retta AB rappreseuti la circonferenza dei 
raggio AE , ed essa si applichi perpendicolarmente alla 
AC nel suo estremo A , e si compia il rettangolo CB , 

* pr. 9.che sarà uguale alla superficie del cilindro*; e se con- 

giungasi la BE, il triangolo rettangolo EAB sarà ugna- 

* pr. 3. le al cerchio cli’c la hase di esso cilindro* '. Or se pro- 
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lunghisi la AC fmcliè la AD ne sia doppia, e si giun- 
ga la BD ; è chiaro , che il triangolo BAD pareggian- 
do il rettangolo CB , sia al par di questo uguale alla 
superficie del proposto cilindro . Ma il triangolo DAB 
sta al triangolo EAB , come DA ad EA * , cioè come* 1. VI. 
il doppio di CA ad EA . Adunque la superficie del 
cilindro , che ha pe^ asse CA , e per base il cerchio 
del raggio EA sta a questo cerchio , come il doppio 
dell' asse , o sia di un lato del cilindro , al raggio della 
base . — C. B. D. 

Scoilo. 

Fra CA , che dinota il lato del cilindro , e la dop- 
pia AE , eli’ è il diametro della base, si ritrovi la me- 
dia proporzionale M ; sari il quadrato di M uguale al 
rettangolo di CA nella doppia AE , perciò anche all'al- 
tro della doppia CA , cioè di DA in AE ; giacché que- 
sti due rettangoli sono uguali , per aver le basi recipro- 
camente proporzionali alle altezze*. Laónde sarà anche*i 4 . VI. 
DA ad M , come M ad AE ; e perciò DA ad AE in 
duplicata ragione di M ad AE , o sia come il cerchio 
del raggio M all’ altro del raggio AE * . E quindi ,*1. XII. 
poiché AD sta ad AE , come il triangolo DAB al 
triangolo EAB ; starà anche quel triangolo a questo , 
come il cerchio del raggio M a quello del raggio AE. 

Ma il cerchio del raggio AE è uguale al triangolo 
EAB ; poiché AB rappresenta la circonferenza di esso, 
ed AE è quanto il raggio * . Adunque anche il trian-‘pr, J . 
goto DAB dovrà pareggiare 1 ’ altro cerchio del rag- 
gio M : e quel triangolo si è detto essere uguale alla 
superficie del cilindro . Laonde : 

La superficie del cilindro , senza le tasi , è u- 
guale al cerchio il cui raggio è la media proporzionale 
tra 7 lato del cilindro , e 7 diametro di una sua base . 
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PROPOSIZIONE XI. 


teorema. 

La superficie del cono , senza la base , e u- 
guale al triangolo rettangolo , di cui un lato din- 
torno P angolo retto rappresenti la circonferenza del- 
la base di tal cono , e 1’ altro sia quanto un lato di 
questo solido . 

’./ìg.io. Il cerchio ABCD ‘ sia base del cono , ed OV il 
suo asse , YB un lato ; e sia il triangolo rettangolo 
ZXY , di cui un lato XY intorno 1 ' angolo retto rap- 
presenti la circonferenza del cerchio ABCD , e l’ altro 
XZ sia spianto VB : diro che questo triangolo deliba 
pareggiare la superficie del cono ABCDV . 

Poiché se tal triangolo non è uguale alla super- ' 
ticie di questo cono ; potrà supporsi pareggiar quella 
di un altro cono descritto con lo stesso asse , e che ale 
bia per base un cerchio minore di ABCD , o pur mag- 
giore . S’a primieramente ugnale alla superficie di quel 
cono , che ba l’ asse stesso OV , e per base il cerchio 
abed minore dell'altro ABCD, e descritto dintorno 
allo stesso centro O . S" iscriva nel cerchio maggiore 
ABCD un poligono AEBFCD , di numero pari di 
*16. XII. lati uguali , il quale non tocchi il cerchio minore abcd'\ 
e poi s' intenda su questo poligono eretta la piramide, 
che ha per vertice il punto V , la quale verrà ad es- 
sere iscritta nel cono ABCDV . Di poi dal vertice E 
di questa piramide sopra un lato EB della sua base ti- 
risi la perpendicolare VP , che sarà minore , com' è 
chiaro , del lato VB del Cono ; indi si taglino dalle 
XY , XZ , le Xjr , Xz rispettivamente uguali al pe- 
rimetro del polìgono AEBI'CD , ed alla VP , e giua- 
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gasi la zy : sari il triangolo z\y uguale alla superfi- 
cie della piramide AEBFCDY * . Or la superficie di* pr. 4- 
questa piramide è maggiore di quella del couo abcdV 
eh' essa comprende*: e si è supposto che questa sn-*c. ap.G 
perfide conica pareggi il triangolo ZXY ; che però do- 
vrebb’ essere il triangolo aX/ maggiore dell'altro ZXY. 

Lo cl>e ripugna . Laonde il triangolo ZXY non può 
pareggiare la superficie del cono descritto con 1* asse 
OV , e che abbia per base un cerchio minore di ABCD. 

Sia dunque il triangolo ZXY uguale alla super- 
ficie di un altro cono GHKLV , che abbia lo stesso 
asse OV , e la cui base GHKL sia un cerchio maggio- 
re di ABCD , e concentrico . S' iscriva nel cerchio 
maggiore GHKL un poligono GMHNKL di nume- 
ro pari di lati uguali , che non tocchi il cerchio mi- 
nore ABCD , e sopra tal poligono s' intenda eretta la 
piramide , che ha per vertice il punto V , la quale 
essendo iscritta nel cono GHKLV sari di una su- 
perficie minore di quella di tal cono*, cioè del tri- 'cor.p .5. 
angolo ZXY . Ciò posto , dal vertice V di questa pi- 
ramide si tiri in un lato MH della sua base la per- 
pendicolare VQ , che sari , coni' è chiaro , maggiore 
di VB lato del cono ABCDV ; e si prolunghino le XY, 

XZ in T, R, finché XT pareggi il perimetro del poli- 
gono GMILNKL , ed XR paleggi la VQ : congiun- 
ta la RT , sarà il triangolo RXT uguale alla superfi- 
cie di tal piramide , e perciò minore del triango- 
lo ZXY . Lo che anche ripugna . Quindi il triango- 
lo ZXY ne pure può essere uguale alla superficie del 
cono , che abbia 1 asse OV , e per base un cerchio 
maggiore di ABCD . Ma si è dimostrato , che siffat- 
to triangolo non poteva pareggiare la superficie del 
cono il quale avesse per asse OV , e per base un cer- 
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cliio minore di ABCD . Adunque dovrà quel triangolo 
essere uguale alla superficie del cono ABCDV.— C.B.D. 

PROPOSIZIONE xn. 

TEOREMA. 

La superfìcie del cono , senza la base sta a 
questa, come il lato del cono al raggio della base . 

• Sia il cono , clic abbia per lato la linea retta 
:/>g.u. AD • , ed AE sia il raggio della sua base : dico che 
debba stare la superficie di questo cono, senza la basir, 
ad essa base , come AD ad AE . 

Rappresenti la linea retta AB la circonferenza del 
raggio AE , ed essa si applichi perpendicolarmente alla 
■AD , e giungami le DB , BE ; saranno i triangoli 

* pr. ìi.DAB, EAB rispettivamente uguali alla superficie del 

* pr. 5.cono *, ed « quella della base di esso * . E quindi sic- 

come questi due triangoli sono tra loro , come AD ad 

* i.Vl.AE • ; cosi sarà anche la superficie di quel cono alla 

sua base , come AD ad AE , cioè come il lato del tono 
al raggio della sua base . — C.B.D. 

Scotio. 

Tra il lato AD del cono , ed il raggio AE della 
sua base si trovi la media proporzionale M , starà AD 
'//.io V , ad AE in duplicala ragione di M ad AE cioè come 
il cerchio del raggio M a quello , che ha AE per rag- 
"a.XII.gio * . Ma AD sta ad AE , come il triangolo DAJB 

* i. VI. all'altro EAB * : quindi anche quel triangolo starà a 

questo, come il cerchio del raggio M all' al Irò, che ha 
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AE per raggio . È poi il cerchio «lei raggio AE ugua- 
le al triangolo AEB * . Adunque il cerchio del raggio* pr 3 . 
M sarà uguale al triangolo DAB , cioè alla superficie 
di quel couoj che poc anzi si è veduto esser rappresen- 
tata da «pesto triangolo . Laonde : 

La superficie del cono , senza la base , è uguale al 
cerchio , che ha per raggio la media proporzionale tra 
il lato di esso cono , e 'l raggio della base . 

PROPOSIZIONE xm. 

TEOREMA. 

Se il cono si scglù con piano paralldo alla 
1m.sc , la superficie conica eh' è tra i piani paralle- 
li saia uguale al rettangolo contenuto da quella par- 
te del lato del cono , eli’ è tra i piani suddetti , e 
da un’ altra linea retta , che rappresenti la somma 
della metà dilli circonferenza della base del cono , 
e della metà «lei perìmetro della sezione prodotta dal 
piano segante . 

Sia il cono ABCD * descritto dal rivolgersi il'jfg.jj. 
triangolo rettangolo DOC intorno al suo lato DO, ed 
esso cono sia segato dal piano EFti parallelo alla base 
ABC : dico che la superficie conica , eh’ è Ira i piani 
paralleli ABC, EFG, sia ugnale al rettangolo contenu- 
to dalla GC, e da uu' altra linea retta uguale alla som- 
ma della metà della circonferenza ABC , e della metà 
del perimetro della sezione EFG . 

Dal punto C si tiri la CII perpendicolare al lato 
DC del cono , etl uguale alla circonièrenza del cerchio 
ABC ; poi giungasi la DH , e per G si tiri la GK pa- 
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rallcli ABC , EFG fa parallele le comuni sezioni PC, 

* 16. XI. OC di esso con questi ' : quindi l’ angolo DPG è retto 

al pari del suo interno, ed opposto DOC ; e perciò il 
triangolo DPG rivolgendosi dintorno a DP descrive un 
cono , e PG descrive il cerchio che n’ è la base . Laon- 
de la sezione EFG è cerchio . E poiché , per gli 
triangoli simili DCH , DGK sla , permutando, CH a GK , 
come CD a DG , e quindi come OC a PG , o come 
'j./jr.J.la circonferenza del raggio OC a quella del raggio PG * : 
perciò essendosi supposta la CH ugnale alla circonferen- 
za del raggio OC , sarà la GK uguale a quella del rag- 

* nj.V.gio PG * . Laonde i triangoli DCH, DGK sono ri- 

spettivamente uguali alle superficie de’ coni ABCD , 

' pr. u.EFGD * ; e perciò la loro differenza , cioè il trapezio 
CGKH, sarà uguale alla superficie conica eh’ è tra i pia- 
ni paralleli ABC , El’G . Ma se tirisi per K la KL 
parallela alla DC , e giungasi CK , è chiaro , che il 
trapezio CGKH essendo uguale a’ due triangoli CKH , 
CGK , sia quanto la somma de’ rettangoli della metà 
di CH in LK , o CG , e della metà di GK in CG ; 
e quindi uguale al rettangolo di CG nella metà di CH 
e GK , cioè nella metà delle circonferenze de’ cerchi 
ABC , EFG . Adunque a questo stesso rettangolo sarà 
anche uguale la superficie conica , eh’ è tra i piani pa- 
ralleli ABC , EFG . — C.B D. 

Scolio 1. 

f Per lo punto medio M della CG si tiri la MN 
parallela alla OC , o PG, e per G si tiri la GQ pa- 
rallela alla 1*0 , sarà HM la -metà di QC , come 1’ è 
GM di GC. Ma è pure NR la metà delle OQ , PG : 
laonde tutta la MN sarà la metà del‘e OC, PG ; quin- 
di la circonferenza del raggio NM sarà la metà di quel- 
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la il cui raggio è la somma delle OC , PG, o sia delle 
circonferenze che hanno per raggi una la OC , e 1’ al- 
tra la PG * ; che perciò la superficie conica eh' è tra "s.pr. 3 . 
i piani paralleli EFG , ABC sarà uguale al rettangolo 
di CG nella circonferenza del raggio KM . 

Scolio II. 

Or Ira la CG, e la somma delle OC , PG si ritro- 
vi la media proporzionale X , sarà CG ad X , come 
X a PG ed OC insieme , o come la circonferenza del 
raggio X a quella che ha per raggio la somma delle 
PG ed OC ' , o finalmente come quella del raggio X‘s.pr.3. 
alla somma delle circonferenze che hanno una pcrj-ag- 
gio la PG, e T altra la OC . Laonde sarà il rettango- 
lo di GC nella somma delle circonferenze dc'raggi PG , 

OC uguale all’ altro di X nella circonferenza del rag- *. 
gio X . Ma quel primo rettangolo è doppio della su- 
perficie conica eh’ è tra i piani paralleli ABC , EFG’,*pr. i3. 
e ’l secondo è doppio del cerchio del raggio X * . A-* pr. 3. 
dunque la superficie conica suddetta sarà uguale al cer- 
chio del raggio X . Che perciò : 

Segando il cono con piano parallelo alla baie , la 
superficie conica, eh' è tra i piani pai atleti, è uguale al 
cerchio , il cui raggio i la media proporzionale tra ti 
lato del cono , eh' è tra questi piani , e la linea ret- 
ta uguale a' raggi de' due cerchi che tono in essi. 

PROPOSIZIONE XIV. 
i i o a e m a. 

Il cono è uguale alla piramide , la cui base sia y. N. 
un rettilineo uguale al cerchio base del cono , e la 
stess’ altezza di questo solido . 
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i3. Sia il cerchio ABCD * la base del cono, ed OV 
il suo asse , o altezza 5 e la piramide PQRS abbia 
per base il rettiliueo PQK uguale al cerchio ABCD , e 
la sua altezza PS pareggi la OV : dico che quel cono , 
e questa piramide sieno tra loro uguali. 

Imperocché se la piramide PQRS non è uguale al 
cono, che ha per base il cerchio ABCD, e per altez- 
za la OV j si supponga pareggiare quell’ altro cono u- 
gualmente alto, che ha per base il cerchio abed mi- 
nore di ABCb , t concentrico . S’ iscriva nel cerchio 
maggiore ABCD il poligono AEBFCD di numero pa- 
ri di lati uguali , alcun de' quali non tocchi il cerchio 
minore abcd\e poi su tal poligono s’intenda eretta la 
piramide iscritta nel cono proposto , che sarà perciò 
«li uguale altezza all’altra PQRS; e quindi dovrà sta- 
re quella a questa , come il poligono AEBFCD al rel- 
'O.Xlltilineo PQR * , o al cerchio ABCD , che si è supposto 
uguale a questo rettilineo : laonde siccome il poligono 
AEBFCD é minore del cerchio ABCD in cui è iscritto, 
cosi dovrà anche la piramidi* , che ha per base il po- 
ligono AEBFCD # e per vertice il punto V esser mi- 
nore dell' altra PQRS, vale a dire del cono abcd \ , 
il quale si è supposto uguale alla piramide PQRS . Lo 
che è impossibile } poiché la piramide AEBFCDV com- 
prende tal cono . Non può dunque la piramide PQRS 
pareggiare il cono dell* altezza OV, che abbia per base 
un cerchio minore del cerchio ABCD ♦ 

Si supponga in secondo luogo la piramide PQRS 
uguale ad un altro cono , che abbia la stcss' altez- 
za OV , e per base il cerchio GHKL maggiore di 
ABCD , e concentrico. S’ Feriva pure in questo cer- 
chio il poligono GMHNK.L di numero pari di lati 
uguali , alcun de’ quali non tocchi l'altro cerchio 
ABCD } e su tal poligono si concepisca eretta la pi-. 
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ramide iscritta in quel cono. Ed essendo questa pirami- 
de uguale in altezza all'altra PQRS , sarà quella a que- 
sta , come la base GMHNKL alla base PQR * , cioè* C XII. 
al cerchio ABCD : quindi siccome il poligono GMHNKL 
è maggiore del cerchio ABCD ; dovrà auchc la pira- 
mide GMHNK.LV esser maggiore dell’ altra PQRS , o 
del cono GHKLV , al quale questa piramide si era suj>- 
posla uguale . Ma ciò non può essere , poiché la pi- 
ramide ’GMHNKLV è iscritta in questo cono . Adun- 
que la piramide PQRS nè anche può pareggiare il 
ceno dell’ altezza OV , che abbia per base il cerchio 
GHKL maggiore di ABCD . Si è poc' anzi dimostra- 
to , che non poteva pareggiare il cono della medesi- 
ma altezza , la cui base fosse il cerchio ab ed minore 
di ABCD . Laonde essa piramide dovrà pareggiare il 
cono ABCDV . — C.JS.D. 

Corollario. 

E perciò anche : 11 cilindro i uguale al prisma , 
che ha per base un rettilineo uguale alla base del cilin- 
dro , c per altezza quella di tal solido . 

Poiché l’ uno , e altro di questi solidi sono rispet- 
tn munite tripli del couo , e della piramide , che hanno 
le stesse loro basi , è l' altezza medesima . 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA- 

Se la base di un cono pareggi la superficie co- F . IV. 
nica di un altro cono, e l’altezza di quello sia quan- 
to la perpendicolare, che dal centra della base di 
questo cade in un lato di esso ; que’ due coni sa- 
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‘J!g. >4- Sieno i due coni ABLC , DEMF * , ed il cono 
ABLC abbia la base BLC uguale alla superficie dell’al- 
tro cono DEMF , e 1’ altezza sua AG pareggi la per- 
pendicolare HK , die dal centro della base del cono 
DEMF si tira sopra un suo lato DE : dico che que- 
sti due coni sieno uguali . 

Poiché essendo la base del cono ABLC uguale alla 
superficie dell’ altro DEMF ; doari stare la base del 
cono ABLC a quella del cono DEMF , come la super- 

* 7 . V.ficie di questo cono alla sua base * . Ma come quella 

* fir. ir. superficie conica a questa base , cosi sta DE ad EH*, 

o pule DH ad HK , per esser simili i triangoli DEH , 

* 8 .VI.DHK * , o finalmente DH ad AG , che si è suppo- 

sta pareggiare HK . Quindi come la base del cono 
ABLC a quella dell’ altro DEMF , cosi sta I' altezza 
DH di questo all’ altezza AG del primo ; e perdo i 
coni ABLC, DEMF avendo le loro basi reciprocamen- 
te proporzionali alle altezze , saranno tra loro ugua- 

'i5.XiI.li *. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMI. 

y. A". Og n * rombo conico è uguale al cono la cui 

base è il cerchio uguale alla superficie di un de’ co- 
ni , che compongono il rombo conico , e l’ altezza 
è quanto la perpendicolare, che si tira ad un de’ lati 
di questo cono stesso dal vertice dell’ altro cono . 

* Jìg. 1 5 . Sia ABPCD * un rombo conico, in cui il cerchio 

BPC sia la base comune de' coni che lo compongono , 
ed AD il sno asse ; e si ponga il cono HGQK , che 
abbia la base QQK uguale alla superficie dell' un cono 
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ABPC componente il rombo conico , e l'altezza 1IL 
quanto la perpendicolare DF , che dal vertice D del- 
1' altro di que'coni DBPC si tira sul lato AB del cono 
ABPC : dico che il cono HGQK sia uguale al rombo 
conico ABPCD . 

Si supponga un altro cono NMRX . che abbia la 
base MRX uguale al cerchio BPC del rombo conico , 
e 1’ altezza NO quanto la AD . E poiché il cono DBPC 
sta all’ altro ABPC , come DE ad EA * , sari , com-'uJ.XH 
ponendo , il rombo conico ABPCD al cono ABPC , 
come DA ad AE. Ma sta pure il cono NMRX al co- 
no ABPC, come NO, o sia AD ad AE*. Adunque*i4.XIl 
il rombo conico ABPCD , e ’l cono N.MRX serbando al 
couo ABPC la «t<Nsa ragione , dovranno essere uguali 
tra loro *. Or essendo, i supposta la base del tono HGQK* <j. V. 
uguale alia superficie dell’ altro cono ABPC ; dovrà sta- 
re la superficie di questo cono alla sua base , come la 
base del cono HGQK a quella del cono ABPC , o 
dell' altro NMRX . Ma la superficie del cono ABPC 
sla alla sua base , come AB a BE * , o pure come AD* pr. la. 
a DF , per esser simili i triangoli ABE , ADF , o fi- 
nalmente come NO ad HL , le quali rette pareggiano 
rispettivamente le AD , DF . Adunque' starà la base del 
cono HGQK a quella dell' altro NMRX , come 1' altez- 
za NO di questo all' altezza HL del primo ; e perciò essi 
coni saranno uguali,*. Laonde, essendosi dimostrato*! 5. XII 
il couo NMUK ugnale al rombo conico ABPCD ; an- 
che tal rombo conico sarà uguale al tono HGQK. — 

C. B. D. 


Corollario. 

Si rileVR dalla dimostrazione del precedente teo- 
rema , die due , ò più coni i quali Lauuo la medesi- 
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ma baie, pareggiano un 10I cono , die ba la base «les- 
sa , e per altezza la somma delle altezze loro . 

PROPOSIZIONE XVII. 
teorema. 

V. N. Se il cono si seghi con piano parallelo alia 
base , e sul cerchio , che si ottiene da tal sezione 
s’intenda descritto quell’ altro cono , che ha per vel- 
óce il centro della liase del primo , e poi il romito 
conico che si compie da que’ due coni che hanno 
|>er base tal sezione , si tolga d;dl’ intero cono ; il 
solido che rimane saia uguale al cono , la cui ba- 
se è il cerchio uguale alla superficie conica , eh è 
tra i piani paralleli , e l’altezza è quanto la perpen- 
dicolare , che diti centro della base del cono propo- 
sto si tira ad un suo lato . 

*/?£. 16. Sia il cono ABGC * , il quale seghisi con pia- 
no parallelo alla liase , che faccia la sezione DKE , 
3** eh’ è cerchio * , e sopra questo cerchio s’ intenda de- 
' scritto 1 ’ altro cono DKEF , il quale abbia per ver- 
tice il centro F tirila base del cono ABGC : dico che 
se dal cono ABGC si tolga il roiybo conico ADKEF; 
il rimanente solido sia uguale al cono QIRL » la cui 
base è il cerchio uguale alla superficie conica , eh’ è 
Ira i piani paralleli DKE , BGC ì e T altezza è tjuan- 
to la perpendicolare FH , che si tira dal centro F della 
base del cono ABGC sopra un suo lato AB . 

Pongansi i due altri coni N>|SX , POTR tali , 
che la base del cono 3>M$X sia uguale alla superficie 
del cono ABGC, el altezza uguale alla FH j che peiv 
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ciò sarà tal cono NMSX uguale all’altro ABGC *.* pr. i 5 
Sia poi la base «lei cono POTR aguale alla superfìcie 
del cono ADKE , e I' altezza anche quanto la FH ; sari 
questo cono POTR uguale al rombo conico ADKEF '.'pr. j 6. 
O* i tra coni QIRL , NMSX , POTR hanno la sles- 
«' altana , a perciò sono nella ragione delle basi* : sarà’n.XH. 
dunque il cono NMSX uguale a’ coni QIRL ,e POTR, 
siccome la basa del primo è uguale alle basi di questi 
due . Laonde essendo il cono NMSX uguale al cono 
ABGC , e il cono POTR al rombo conico ADKEF ; 
dovrà il rimanente cono QIRL essere uguale al solido 
che rimane togliendo il rombo conico ADKEF dal cono 
ABGC. — C.B.D. 

CoaoLLAaio. 

Dalla precedente dimostrazione si rileva , che due , 
o più coni , che hanno la medesima altezza , pareggia- 
no un sol cono dell' altezza stessa , eli' ha per base 
il cerchio uguale alla somma delle basi de’ coni proposti. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

T E o a E M A . 

Se T un de’ coni , che conqiongono un rom- F. A', 
lio conico si seghi con piano parallelo alla base , c 
sul cerchio , eli’ è la scz.oue in esso fatta descrivasi 
il cono die ha lo stesso vertice dell’ altro cono, clic 
fa [«irte del rombo conico ; e poi il rombo co- 
nico , che in tal modo si ottiene , si tolga dal pro- 
jiosto ; il rimanente solido pareggerà il cono , la 
cui base è uguale alla superfìcie , eh’ è tra i piani 
jviralleli , e 1’ altezza è quanto la perpendicolare , che 
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dal vertice dell’ altro cono componente il rombo co- 
nico si abbassa sopra un lato del primo cono . 

Sia il rombo conico BAGCD * , e l’nn de' coni 
BAGC , che lo compongono si seghi con piano pa- 
rallelo alla base, il (piale faccia la sezione EQF, eh' è 
cerchio , sul quale si descriva il cono , che ha per ver- 
tice il punto D ; dovrà la differenza de' due rombi 
conici BAGCD , BEQFD pareggiare il cono KHSL , 
la cui base è uguale alla superficie conica , eh' è tra i 
piani paralleli AGC , EQF , e l’ altezza è quanto la 
perpendicolare DU , che cade dal punto O sulla BA . 

Si pongano i due altri coni NMVX , POTR , e 
sia la base del cono NMVX uguale alla superficie del 
cono BAGC , e 1' altezza alla DH ; che perciò siffatto 
• pr. i 6 .cono NMVX sarà uguale al rombo conico BAGCD " ; 
sia poi la base del cono POTR uguale alla superficie 
del cono BEQF , e l' altezza quanto la stessa DG , il 
che renderà questo cono POTB uguale all’ altro rom- 
bo conico BEQFD . E poiché la superficie del cono 
BAGC si compone dalla superficie del cono BEQF , e 
da quella , eh’ è tra i piani paralleli EQF , AGC ; e 
la superficie del cono BAGC è uguale alla base del co- 
no NMVX, la superficie del cono BEQF è uguale alla 
base del cono POTR , e finalmente la superficie , ch'è 
Ira i piani paralleli EQF , AGC , è uguale alla base 
del cono KHSL : perciò la base del cono NMVX è u- 
guale alle basi de" coni POTR , KHSL . Laonde aven- 
do questi coni anche la stess'altezza , sarà il cono NMVX 
“c />. 17 . uguale a’ coni KHSL , POTR * . Ma il cono NMVX 
è uguale al rombo conico BAGCD , e '1 cono POTR 
all' altro rombo conico BEQFD . Quindi il rimanente 
solido , eh' è la differenza di que’ due rombi conici , do- 
vrà pareggiare il cono KHSL . — C.B.D. 
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PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

Se un arco di cerchio minore dclk semicircon- 
ferenza si divida in qualunque numero di parti , 
e si tirino a queste le corde , e poi un tal arco 
insieme colle corde in esso tirate si rivolga dintor- 
no al raggio , che passa per 1’ un de’ suoi estremi 
la superficie sferica descritta da tutto l’ arco sarà 
maggiore della superficie , che si descrive da tutte 
quelle corde . 

Sia l’arco di cerchio A DB * minore della senù-"fig. 18 . 
circonferenza ABC , ed esso sia diviso nelle parti AD, 

DE, EB, alle quali sicno tirate le corde , AD , DE , 

KB : dico che se rivolgano 1* arco , e le corde din- 
torno «1 raggio OA ,,chc passa per un degli estremi A 
drU" arco ; la superficie sferica descritta dall' arco ADB 
sia maggiore della superficie generata dalle corde AD , 

DE, EB . 

Dall' altro estremo B dell’ arco si abbassi sul rag- 
gio OA la perpendicolare BF , la quale nel rivolgersi 
1’ arco ADB intorno ad-OA descriverà un cerchio. Or 
la superficie sferica descritta dall' arco ADB , e 1‘ al- 
tra , che si descrive dalle AD , DE , EB avendo per 
termine comune la circonferenza del cerchio descritto 
dalla BF , verso il quale sono concave , c di più la 
prima superficie comprendendo la seconda ; sarà la 
superficie generata dall’ arco ADB maggiore di quella , 
ehe si descrive dalle corde AD, DE, EB*. — C.B.D- , p r ^ n ’ 4- 
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* Corolla* i o. 

Dimostrando nel modo stesso, che la superficie 
sferica descritta dall' arco BGC , che resta per com- 
piere la semicirconferenza ABC sia maggiore della su- 
perficie , che si descrive dalle corde delle parti in cui 
esso si divide ; ne segue , che : 

La superfìcie della sfera è maggiore della super- 
fìcie del solido , che si descrive da qualunque rettilineo 
iscritto nel semicerchio generatore della sfera. 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

Se ad un arco di cerchio minore della semi- 
circonferenza si tirino in diversi punti le tangenti , 
le quali s’ incontrino tra loro ,* e le estreme si ar- 
restino a’ raggi , che passano pe’ termini dell’ ar- 
co ; e s’ intendano rivolgersi dintorno ad uno di que- 
sti raggi 1’ arco , e le tangenti : la superficie sferica, 
che descrive» dall’ arco , sarà minore di quella super- 
ficie , che descrivono le tangenti . 

yig. 19. Sia l’arco circolare ADB * minore della semicir- 
conferenza , al quale ne' punti D, E, Fsi tirino le 
tangenti LG , GH , HK ; e la prima , e l' ultima di 
queste incontrino in L , K i raggi OA , OB tirati 
pe' termini A , B dell’ arco : dico che la superfi- 
cie sferica , che descrivesi dall' arco ADB in rivolger- 
si dintorno al raggio AO , sia minore della superficie, 
che si descrive in tal rivoluzione dalle tangenti LG , 
GH , HK . 
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Dall' estremo B dell' arco si abbassi su) raggio OA , 
intorno al quale 1’ arco si suppone girare, la perpendi- 
colare BN , e tirisi la BM tangente 1' arco stesso in B. 

E poiché rivolgendosi dintorno ad AN s) 1’ arco ADB , 
cbe le tangenti LG , GH , HM , MB si vengono a de- 
scrivere due superficie , l una dall' arco, e 1" altra dalle 
tangenti, concave verso la stessa parte, le quali hanno per 
loro termine cornane la circonferenza di quel cerchio , 
cbe si descrive dalla BN, e che di più la prima è com- 
presa dalla seconda ; perciò sarà quella minore di questa*. "pria. 4- 
Or essendo BM tangente del cerchio, e perciò perpendi- 
colare a BO , sarà MK maggiore di MB ; ma è anche 
il punto K più distante dall' asse AO , che il punto B ; 
adunque la superficie conica descritta da MK nella ri- 
voluzione prescritta , è maggiore di quella , che si de- 
scrive dalla BM*. Aggiuntavi di comune la superficie che* pr.i 3. 
descrivono le LG , GII , HM , sarà l’ intera superficie 
descritta dalle LG , GH , HK maggiore di quella , che 
si descrive dalle LG , GH, HM, MB , e perciò anche 
maggiore della superficie sferica descritta dall' arco ADB, 
della quale si era poc'anzi dimostrata maggiore quella, 
cbe descrivevano le tangenti AG , GH , HM , MB.— 

e. b. d. 


Corollario. 

Dimostrando similmente , che la superficie sferica 
descritta dall’ altro arco BC , che rimane per compiere 
la semicirconferenza ABC , sia minore della superficie 
descritta dalle tangenti KP , PQ j ne segue , che : 

La superficie della sfera è minore della superfi- 
cie di quel solido , che si descrive da qualunque rettilineo 
ciieoscritto al semicerchio , dal quale si genera la sfera. 

13 
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PROPOSIZIONE XXI. 

, TEOREMA. 

Sieno due archi circolari , che abbiano per cen- 
tro comune il vertice di quell’ angolo , eh’ essi sot- 
tendono , e 1’ arco esteriore si divida in modo , che 
le corde delle sue parti non tocchino 1’ arco inte- 
riore : la superficie generata da quelle corde rivolgen- 
dosi insieme coll’ arco dintorno al raggio tirato per 
uno de’ termini di questo , sarà maggiore della su- 
perfìcie sferica , che in tal rivoluzione si descrive 
dall’ arco interiore . 

* 

*/7g xo. Sieno ABH , DEF * due archi circolari descritti 
dintorno allo stesso centro O , e tra i lati dello stesso 
angolo DDF ; e l'arco esteriore DEF sia diviso nelle 
parti DE , EG , GF in modo , che le corde DE , EG , 
iti^XIT non tocr ^* no 1 arco interiore ABH * : dico, che se 
dintorno a DO si rivolgano gl» archi, c le corde, la 
superficie descritta dalle corde DE, EG , GF sia mag- 
giore della superficie sferica , che d est mesi dall'arco ABH. 

Dal centro O s* intendano tirate sulle DE , EG , 
GF le perpendicolari , c por gli punti B , K , L ove 
queste incontrano V arco ABII , gli si tirino le tangen- 
ti MN, NP , l’Q , che saranno rispettivamente paral- 
leli- alle DE , EG , GF , e minori di queste corde \ 
lo che si dimostra facilmente : ma sono anche i punti 
E , G , F più distanti dall’ asse DO , che non lo sono 
gli altri N , P , Q } laonde le superficie coniche gene- 
rate dalle DE , EG , GF uella pix-scrilta rivoluzione , 
saranno rispettivamente maggiori delle «altre generate 
*n . c \ 3. dalle MN , NP , BQ * \ cioè l'intera superficie descriu 
Ut dalle corde DE , EG , GF sarà maggiore di quel- 
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Li , che descrivono le tangenli MN , NP, PQ ; e quin- 
di anche maggiore della superficie sferica descritta dal- 
1' arco ABH' — C.B.D. * pr. 20. 

CoiOLiiiio. 

Dimostrando similmente , che la superficie descrit- 
ta dalle corde delle parti in cui si divide 1’ altro arco 
FRT , eh’ è complemento al semicerchio dell'arco 
DEF , sia maggiore della superficie sferica descritta 
dall’ arco HSC complemento al semicerchio dell’ arco 
ABH ; ne segue , che : 

Due cerchi essendo concentrici , la superficie di quel 
solido , che si genera da un rettilineo iscritto nel cer- 
chio esteriore , il qual non tocchi il cerchio interiore , sarà 
maggiore della supeficie della fiera , che vicn generata 
da questo cerchio . 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Se un arco di cerchio non maggiore del qua- 
drante si divida in parti uguali , ed a queste parti 
si tirino le corde : la superficie descritta da queste 
corde , nel rivolgersi iusiem coll’ arco dintorno al 
raggio tirato per un di lui estremo , sarà uguale al 
rettangolo dell' altezza dell’ arco, nella circonferenza 
di quel cerchio , clic ha per raggio la perpendicolare 
tirata sopra una di quelle corde dal centro dell'arco. 

Sia ABD * un arco di cerchio non maggiore del*/?g.ji. 

quadrante , il quale sia diviso nelle jsarti uguali AB , 

BE , ED , e sieno AB , BE , ED le corde , che le 

* 
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4 pr.ì 


* s./ir . 


"sroì. 


sottendono : dico che la superficie descritta da queste 
corde , nel rivolgersi insieme coll’ arco ABD intor- 
no al raggio OA tirato per un suo estremo A , sia u- 
guale al rettangolo dell' altezza AH di esso arco nella 
circonferenza , che ha per raggio la perpendicolare 
OP, che dal centro O dell'arco tirasi ad una di quel- 
le corde AB ■ 

Da' punti delle divisioni B , E si tirino sul raggio 
immobile AO le perpendicolari BF , EG . E poiché nel 
rivolgersi il triangolo ABF rettangolo in F intorno al 
suo lato AF , 1' altro lato AB descrive una superfìcie 
conica ; sarà perciò tal superficie descritta dalla AB u- 
gualc al triangolo rettangolo , che ha per lati dintorno 
all' angolo retto la AB stessa , e la circonferenza del 
i. raggio BF * , o sia al rettangolo della circonferenza di 
BF in AP metà di AB . Ma perchè 9ono simili i tri- 
angoli ABF , APO , sta , permutando , AF ad AP , 
come BF a PO , o come la circonferenza del raggio BF 
3 a quella del raggio PO * ; quindi il rettangolo di AP 
nella circonferenza del raggio BF dovendo pareggiar 
1‘ altro rettangolo di AF nella circonferenza del raggio 
PO , sarà anche questa uguale alla superficie conica de- 
scritta dalla AB. Or nel rivolgersi il trapezio EBFG in- 
torno al lato FG , cui gli altri BF , EG sono perpen- 
dicolari, la EB descrive una porzione di superficie co- 
nica, ch e tra i piani paralleli descritti dalle EG , BF, 
la quale è quanto il rettangolo contenuto dalla EB nella 
circonferenza del raggio KL, che dal punto K medio 
' della *BE si tira parallela alla BF * . E poiché , con- 
giunta la OK , 1' angolo OKB è retto , e quindi ugua- 
le a' due BKN , KBN ; tolto di comune 1' angolo 
BKN, resterà l'angolo KBN uguale all' altro LKO : 
perciò i due triangoli LKO , BKN , e quindi gli al- 
tri LKO , DEM saranno simili , e starà BE a BM , 
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come KO a KL , o come la circonferenza del raggio 
KO a quella del raggio KL * . Laonde il rettangolo'* pr. 3. 
di BM , o FG nella circonferenza del raggio KO , o 
PO , sarà uguale a quello di BE nella circonferenza 
del raggio KL , cioè alla superficie conica descritta da 
BE*. Per lo che essendosi dimostrata la superficie co. sc °l 
nica descritta da BA uguale al rettangolo di AF nella ' 
circonferenza di PO ; sari la superficie descritta dalle 
AB , BE uguale al rettangolo delle AF , FG , cioè di 
AG nella circonferenza del raggio OP . E cosi conti- 
nuando a dimostrare per le altre superficie descritte 
dalle altre corde ED , ; li conchiuderà , che la su- 

perficie descritta da tutte esse sia uguale al rettangolo 
della circonferenza di OP iu AH. — C.B.D. 

Corollario. 

Se l’ arco AD fosse stalo il quadrante ; la superfi- 
cie descritta dalle corde degli archi uguali in cui esso 
si sarebbe diviso , avrebbe pareggiato il rettangolo del 
raggio OA di tal quadrante, nella circonferenza del 
raggio OP. E quindi se nell'altro quadrante del semi- 
cerchio ABC si fosse praticato lo stesso , se ne sarebbe 
conc hinso che : 

Dividendo la som icirconfcrcn sa di un cerchio in 
sui mero pari di parti uguali , e tirate le corde ad esse-, 
la superficie del solido , che vien descritto dal rettilineo 
che risulta rivolgendosi la temiciramf eterna dintorno al 
diametro , d vrà essere uguale al rettangolo di tal diame- 
tro nella circonferenza , che ha per raggio la distanza di 
uno de' lati del rettilineo dal centro del semicerchio . 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Se un arro non maggiore del quadrante si di- 
vida in parti uguali, c si tirino a queste le corde , e 
poi $’ intenda rivolgersi il rettilineo contenuto da 
queste corde , e da’ raggi tirati per gli estroni dell’ ar- 
co dintorno ad uno di questi raggi : il solido , che dii 
tal rettilineo si descrive, sarà uguale al cono, che 
ha j»cr base il cerchio uguale alla superficie genera- 
ta da quelle corde , e per altezza la perpendicolare , 
che dal centro dell* arco cade in una di esse . 

Sia Parco ABD * non maggiore del quadrante , 
il qual si divida nelle parti uguali AB , Di'. , ED , ed 
a queste si tirino le corde : dico che il solido , che si 
descrive dal rettilineo ABEDO rivolgendosi dintorno al 
raggio ÀO , sia uguale al cono , che ha per base il 
cerchio uguale alla superficie descritta dalle AB , BE , 
ED, e per altezza la perpendicolare OP tirata dal cen- 
tro O dell' arco sopra uua delle corde AB. 

Si tirino i raggi GB, OE . Or il triangolò ABO 
rivolgendosi dintorno al suo lato AO descrive un rom- 
' def. 3 bo conico * uguale a quel cono , la cui base pareggia 
la superficie conica descritta da AB , e V altezza è quali- 
* pr. i6Jo la OP *: e prolungando la EB in G , si vede 
chiaramente , che i due triangoli GEO , GBO , nel 
rivolgersi dintorno alla GO, descrivono due rombi co- 
nici ; che perciò il solido terminato dalla superficie co- 
nica descritta da EB , c da quelle , che desrrivousi dalle 
BO , EO , il quale è la differenza di que' due rombi 
conici . sarà uguale al cono , che ha la base uguale alla 
superficie conica descritta da EB , e per altezza la per-* 
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pendicolarc OQ, che cade sulla EB dal centro O*,* pr. 18. 
o , eh' è lo stesso, la OP. Adunque 1 * intero solido de- 
scritto dal quadrilatero ABEO sarà uguale a quel cono, 
la cui base è quanto la superficie descritta dalle AB , 

BE , e che ha per altezza la OP * . E cosi continuan-'r.p. t^. 
do a dimostrare , si conchiuderà essere tutt' il solido 
descritto dal rettilineo proposto ABEDO uguale al cono, 
la cui base è uguale alla superficie descritta dalle AB , 

BE , ED, ed OP n’è l' altezza. 

Che se 1 ’ arco ABF fosse stato il quadrante : pro- 
lungando 1 ‘ ultima delle corde FD fino ad incontrare il 
raggio OA in H , r ultimo solido terminato dalla su- 
perficie conica generata da DF , da quella che si de- 
scrive dalla OD , e dal cerchio descritto da OF , essen- 
do la differenza del cono descritto dal triangolo FOH, 
e del rombo conico che descrivesi dall’ altro triangolo 
ODH nel loro rivolgimento dintorno ad OH , dovreb- 
be pareggiare quel cono, la cui base è uguale alla su- 
perficie conica descritta da FD , ed OR , o sia OP n è 
I' altezza * . Laonde aggiugnendo questo solido a quel-*pr. 1 7 . 

10 descritto dal rettilineo ABEDO ; risulterà il solido 
iscritto nell’ emisfero , che vien generato dal quadran- 
te circolare ABFO rivolgendosi dintorno al raggio AO , 
uguale al cono la cui base pareggia la superficie di tal 
solido , e l' altezza è quanto la OP . 

Corolla rio. 

Dimostrandosi lo stesso per lo solido descritto da 
un altro rettilineo identico , il qual s iscriva nell altro 
quadrante OFC ; ne segue , che : 

Dividendi) la tcmicircoii/erenza di un cerchio in nu- 
meri) utili di putii uguali , e tirando le corde ad esse : 

11 solido che ricn descritto dal rettilineo che ne risulta ri- 
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volgendosi dintorno al diametro , pareggerà quel cono la 
cui base i uguale alta superficie di questo solido , e rat- 
tezza i quanto la perpendicolare , che dal centro del se- 
micerchio cade sopra un lato del semipoligono. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

i x o a t M a . 

La superficie della sfera è uguale al rettango- 
lo contenuto da una linea retta , che rappresenta la 
circonferenza del suo cerchio generatore , e dal dia- 
metro di questo stesso cerchio . 

*/fg.a3. Sia ABC* quel semicerchio, che genera la sfera, 
ed AC il suo diametro ; ed il rettangolo ZY sia con- 
tenuto dalla XY , la quale rappresenti la circonferen- 
za del diametro AC , c dalla XZ , che pareggia tal 
diametro : dico che questo rettangolo sia uguale alla su- 
perficie della sfera , che quel semicerchio descrive . 

Imperocché se il rettangolo ZY non è uguale 
alla superficie della sfera , che si descrive dal semicer- 
chio ABC ; dovrà pareggiare la superficie di altra 
sfera descritta da un semicerchio minore di ABC , o 
maggiore. Pareggi , in primo luogo, quella della sfera, 
che si descrive dal semicerchio abe minore di ABC , e 
concentrico . Si divida continuamente per metà la se- 
micirconferenza esteriore ABC , finché le corde de’ suoi 
archi AG , GB , BII , IIC non tocchino la semicircon- 
*i6.XH.ferenza interiore aie*, c dal centro 0 sopra una di 
tali corde GA si tiri la perpendicolare OP ; sarà que- 
sta OP minore del raggio OA , e perciò la circonfe- 
reuza del raggio OP sarà minore della circonferenza 
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ilei raggio OA *, cioè della XY . Si tagli dunque dallaVpr.3. 
XY la Xy uguale alla circonferenza del raggio OP , e 
si compia il rettangolo Z y , sari tal rettangolo u- 
guale alla superficie del solido, che si descrive dal se- 
mi poligono AGBHC iscritto nel semicerchio ABC*. RlaV.p.zz. 
la superficie di questo solido è maggiore di quella della 
sfera descritta dal semicerchio ab e *, e che si è sup-*c.p.ai. 
posta pareggiare il rettangolo ZY * adunque sarebbe il 
rettangolo Z y maggiore dell’altro ZY j lo che ripu- 
gna . E perciò il rettangolo ZY non può essere ugua- 
le alla superficie di una sfera descritta dal semicerchio 
ab e minore di ABC . 

Suppongasi dunque questo rettangolo ZY essere 
uguale alla superficie di altra sfera descritta dal se- 
micerchio DEF maggiore di ABC , e concentrico ■ Si 
divida la semicirconferenza DEF continuamente per metà, 
finché la corde de’ suoi archi DK , KE , EL , LI' non 
tocchino la semicirconferenza ABC *, e si tiri dal cen-"i6XII 
tro O sopra una di tali corde DK la perpendicolare 
OQ : sarà questa OQ maggiore del raggio OA ; e per- 
ciò la circonferenza del raggio OQ sarà maggiore di 
quella del raggio OA* , cioè della XY . Laonde si pro-Vpr.3. 
lunghi la XY in T , finché XT pareggi la circonferen- 
za del raggio OQ , e la XZ si prolunghi anche in R , 
in modo che la XR sia uguale al diametro FD di que- 
st altro semicerchio DEF, e si compia il rettangolo RT; 
sarà questo rettangolo uguale alla superficie del solido , 
che si descrive dal semipoligono DKELF*. Ma la super-'c.p.zz- 
ficie di questo solido è minore di quella della sfera ge- 
nerata dal semicerchio DEF , nel quale quel poligono 
viene ad essere iscritto* . Adunque anche il rettangolo'c.p.ig- 
RT , eh’ è uguale alla superficie di quel solido , dovrà 
esser minore del rettangolo ZY , che si suppone pareggia- 
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re quella della sfera. Lo che ripugna. Quindi il rettangolo 
ZY non può essere uguale alla superficie di una sfera 
descritta da un semicerchio maggiore di ABC . Si è di- 
mostrato , che nè anche poteva essere quanto quella di 
una sfera descritta da un semicerchio minore di ABC. 
Adunque dovrò il rettangolo ZY essere uguale alla 
superficie della sfera , che si descrive dal semicerchio 
ABC. — C.B.D. 


Scolio. ' ’ 

La linea retta AB* rappresenti la circonferenr.a del 
cerchio generatore di una sfera , e 1’ altra linea retta 
AC applicata perpendicolarmente alla AB nell’ estremo 
A , sia il diametro di tal cerchio , c si compia il 
rettangolo CB ; sarà questo uguale alla superficie di 

* pr, a.J.quelU sfera*. Or se prolunghisi la AC in D, finché 

la AD sia doppia della AC , e quindi quadrupla di AG 
metà di AC , e però uguale al raggio del cerchio ge- 
neratore della sfera ; congiunte le BD , BE , il trian- 
golo DAB es-endo uguale al rettangolo CB , sarà quan- 
to la superficie sferica generata dal cerchio dèi rag- 
*pr.i{.gio AG " j e l'altro triangolo GAB dinoterà tal cer- 

* pr. 3.chio * . Laonde la superficie sferica starà al suo cerchio 

generatole , come il triangolo DAB all' altro GAB ; 

* i. VI. cioè come DA ad AG* , e quindi come 4- ad i. 

Vale a dire , che : 

La superficie della sfera è quadrupla del suo cer- 
chio generatore . 

G volendo esibire un solo cerchio uguale alla su- 
{ìerficie della sfera , sarà questo il cerchio , che ha 
per raggio il diametro del cerchio generatore della sfe- 
ra : poiché quel cerchio è quadruplo di questo , dal- 
1 essere il quadrato del raggio di quello quadruplo del 
*a. XII. quadrato del raggio di questo * . 
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PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Ogni sfera è uguale al cono, die Ila per base 
il cerchio uguale alla superficie della sfera, e per al- 
tezza il raggio di essa . 

Sia ABC* il semicerchio , die genera la sfera , ", 
ed OA il suo raggio ; ed il cono ZXRY abbia per base 
il cerchio XRY uguale alla superficie della sfera , clic 
da tal semicerchio si descrive , e la sua altezza Z.M 
sia (punto il raggio OA : dico che questo cono pareg- 
gi quella sfera . 

Imperocché se il cono ZXRY non è uguale alla 
sfera , che si descrive dal semicerchio ABC ; dovrà pa- 
reggiare una sfera, la quale si descriva da un semicer- 
chio minore di ABC , o pur maggiore . Si supponga, 
ili primo luogo, uguale a quella sfi ra , die descrivesi 
dal semicerchio abe minore di ABC, e concentrico. 
Si divida continuamente per metà la semicirconferen- 
za esteriore ABC, finché le corde de' suoi archi AG , 
GB , BH , HC nou tocchino la semicirconferenza inte- 
riore airi e dal centro O si tiri ad una di queste 
corde AG la pcr|>endicolare OP . Or poiché la su|>er- 
ficie del solido , che si descrive dal feinipoligotio AGDHC 
rivolgendosi dintorno ad AC è minore della sujierficic 
della sfera , che vidi descritta del semicerchio A BC ; e 
questa si è supposto partggiarc il cerchio XRY ; dovrà 
perciò quella superficie essere quanto un cerchio mino- 
re di, XRY . Sia questo il cerchio x ry , (he si sup- 
ponga concentrico all' altro XRY’ , e sopra di esso s’in- 
tenda descritto il cono z x ry , che abbia per altezza 
la : M uguale alla OP , eh’ è minore di OA , e quin- 
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di di MZ ; sarà siffatto rono aguale al solida generato 
. V./).a3.dal semipoligono AGBHC * . Ma (presto solido è mag- 
giore della sfera , che si descrive dal semicerchio ab c ; 
adunque dovrebbe anche il cono zxry esser maggiore 
dell' altro ZXRY . Lo che ripugna . Non può dunque 
il cono ZXRY essere uguale ad una sfera , la quale sia 
descritta da un semicerchio minore di ABC . 

Si supponga perciò , eh’ esso cono pareggi la 
sfera , che si descrive da un semicerchio maggio- 
re di ABC ; e sia questo il semicerchio DEF concen- 
trico ad ABC . Si divida anche la semicirconferenza e- 
steriore DEF continuamente per metà , finché gli ar- 
chi DK , KE , EL , LF sieno lidi , che le loro corde 
uon tocchino la semirirconferenza interiore ABC , e ad 
una di tali corde DK si tiri la perpendicolare OQ ■ E 
poiché la superficie del solido , che si genera dalla ri- 
soluzione del semipoligono DKELF dintorno allaDF, 
é maggiore della superficie della sfera , che si descrive 
*< ./ir.ji.dal semicerchio ABC * ; perciò dovrà la superficie di 
quel solido esser uguale ad un cerchio maggiore del 
cerchio XRY : sia que to il cerchio SVT descritto din- 
torno allo stesso centro M di quello ; e sopra tal 
cerchio s’ intenda eretto quel cono , che ha per al- 
tezza la NM aguale alla OQ , eh' è maggiore della OA, 
e quindi della MZ ; sarà tal cono uguale a quel so- 
*i pr.i3.lido *. Laonde siccome quel solido é minore della sfe- 
ra , che si descrive dal semicerchio DEF nella quale è 
iscritto; cosi sarà il cono NSVT minore dell’ altro 
ZXRY . Lo che anche ripugna . E perciò nou può il 
cono ZXRY pareggiare la sfera , che si descrive da un 
semicerchio maggiore di ABC : si é poc' anzi dimo- 
strato , che questo cono né pure poteva pareggiare una 
sfera, la quale si descrivesse da un semicerchio minore 
di ABC , Adunque dovrà essere quanto la sfera , che 
da tal semicerchio si descrive . — C.B.D. 
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Scolio. 

Esseudo la superficie di una sfera quadrupla del 
suo cerchio generatore*: ed i due coni l'uno che abbia's.pr. 
per base la superficie sferica , l’ altro il cerchio genera- 
tore di eisa , e per altezza comune il raggio , doven- 
do esser tra loro come le basi * ; sarà il primo qua-'n.XII. 
druplo del secondo . Ma si è dimostrato , che il pri- 
mo sia uguale alla sfera* . Adunque : 

Ogni sfera è quadrupla di quel cono , cAe ha per 
base il cerchio generatore della sfera, e per altezza il 
raggio di questa . 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

Quel cilindro che abbia la base uguale al cerchio 
generatore di una sfera , e per altezza il diametro di 
questa , è scsquialtcro della sfera : e la di lui super- 
ficie , una con le basi , e ancora scsquialtcra della 
superficie della sfera . 

If. B. Una grandetta si dice tesqui altera di un' altra, 
sa questa accresciuta della sua metà pareggi la priuia . 

Imperocché il cilindro, che abbiamo detto, essen- 
do triplo di quel cono , che ha la stessa base sua , e 
l'altezza medesima dovrà esser sestuplo di queU'altro'io.XH. 
cono , che ha la medesima liase , e per altezza il rag- 
gio della sfera * : si è poi dimostrata la sfera qUadru-’uf.Xtf. 
. pi» di quest’ ultimo cono * ; è chiaro dunque , che il*j.pr.i5 
cilindro sia se- qui a Itero della sfera . 

Di nuovo , poiché la superficie di tal cilindro 
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sla alla base , come il doppio del lato del cilindro al 
"pr. lo.raggio di essa base ed è il lato del cilindro propo- 
sto uguale al diametro della sua base ; quindi il doppio 
del lato sarà quadruplo del raggio della base ; e {ler- 
cio anebe la superfìcie cilindrica sarà quadrupla della 
base . Laonde se ad una tal superficie si aggiungano li- 
due basi ; sarà la superficie cilindrica insieme con le 
due basi sestupla di una di queste , cioè del cerchio 
generatore della sfera . Ma si è dimostrato , che la su- 
perficie della sfera è quadrupla di questo stesso cer- 
‘s.p ischio " ; quindi tutta la superficie cilindrica è sesquial- 
tera di quella della sfera . — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

T X O a E SI k . 

La superficie di un segmento sferico è uguale 
ai rettangolo contenuto da una linea retta, che rap- 
ine-sciita Li circonferenza del cerchio generatore della 
sfera , e dall’ altezza di quell’ arco di questo cerchio , 
dal quale si descrive la su|>er(icie del projiosto seg- 
mento. 

Sia ABC* il semicerchio, che genera una sfera, 
e tirata da qualunque punto B della seinicirconfci-en- 
ira ABC la {lerpendicolare BH sul diametro AC , dino- 
ti AEB1I quel scmisegniento circolare , dal quale si de- 
scrive il segmento sferico . Inoltre il rettangolo ZY sia 
contenuto dalla XY uguale alla circonferenza del cer- 
chio , che ha per raggio OA , e dalla XZ uguale alla 
AH altezza dell’ arco AB : dico che tal rettangolo ZY 
pareggi L superficie del segmento sferico descritto da 
AEB1I . 
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Poiché se questo rettangolo non è uguale alla su- 
perficie di tal segmento sferico , il qual si supponga 
minore della mezza sfera ; dovrà pareggiare la superfi- 
cie di un segmento sferico , che si descriva da un 
areo circolare maggiore di AEB, o pur minore, e clic 
si potrà supporre sottendere quello stesso angolo AOB, 
ch'era sotteso dall'arco AEB . Sia in primo luogo 
uguale alla superficie sferica generata dall' arco aeb 
minore di AEB , e descritto come si è detto . Si di- 
vida continuamele per metà 1' ar o AEB , finche le 
corde degli archi , in cui resta diviso , non tocchino^ 
f altro arco aeb* \ e ad una di tali corde AE tirisi^ ^ j 
la perpendicolare OP , che sarà minore di OA , e quin- 
di di XZ ; che perciò anche la circonferenza del rag- 
gio OP sarà minore di quella del raggio OA * , cioè ¥ $.j>r.3. 
della linea retta XY . Laonde si tagli dalla XY la 
uguale alla circonferenza del raggio OP , e si compia 
il rettangolo Z/, il quale sarà quanto la superficie 
che si descrive dalle corde AE , EB > nel rivolgersi in- 
sieme con l'arco AEB dintorno ad AO * ♦ Or siffatta* pr.za. 
superficie è maggiore della superficie sferica , che si de- 
scrive dal T arco circolare aeb* : quindi anche il rei-* pr.m. 
tangolo Z y dovrà esser maggiore deir altro ZY . Lo che 
ripugna . E perciò non può il rettangolo ZY pareg- 
giare la su jierficie sferica descritta da un arco circolare 
minore di AEB . 

Sia perciò tal rettangolo uguale a quella superfi- 
cie sferica, che vien generata da un altro arco circolare 
DFG maggiore di AEB , e descritto come nel princi- 
pio di que>ta dimostrazione si è detto . Si divida pure 
quest’arco continuamente per metà, finché le corde 


Dl r , FG delle parti in cui si é esso diviso non toc- 
chino l’altro arco AEB*, e tirisi dal centro O comu-jg * jjj 
ne a questi due cerchi la perpendicolare OQ sopra utia 
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di quelle corde DF ; sarà OQ maggiore di OA , e per- 
ciò la circonferenza del raggio OQ sarà anche maggio- 
•s.pr. 3. re di quella del raggio OA * cioè di XY . Laonde si 
prolunghi XY in T , finché XT sia uguale alla circon- 
ferenza del raggio OQ ; e prolungata anche la XZ in 
R , sicché XR pareggi DH altezza dell’ arco DFG , si 
compia il rettangolo RT , il quale sarà uguale alla su- 
perficie che si descrive dalle corde DF , FG rivolgen- 
*pr aa. dosi insieme coni’ arco DFG dintorno al raggio DO’. 

Ma questa superficie è minore di quella che in detta 
’prin.!\. rivoluzione si descrive dall’arco DFG’. Adunque do- 
vrà pure il rettangolo RT esser minore del rettangolo 
ZY : la qual cosa ripugna . E perciò non può il 
rettangolo ZY essere uguale alla superficie sferica che 
si descrive da un arco maggiore dell' arco AEB : si è 
anche dimostrato, che non poteva quel rettangolo pa- 
leggiare la superficie sferica che si descriverebbe da un 
arco minore di AEB . Laonde dovrà esser quanto quella 
che si descrive dall’ arco AEB . 

Che se il segmento sferico fosse stato maggiore della 
mezza sfera , cioè quello che vien descritto dal semiseg- 
mento circolare CBH maggiore del quadrante : poiché 
la sua superficie é la differenza della superficie della 
sfera , e di quella dell’ altro segmento sferico generato 
dal semùegnicnto circolare AEUH minore del quadran- 
te, e quindi quanto la differenza de' due rettangoli, che 
hanno per base comune la circonferenza del raggio OA , 
e per altezze le CA, HA rispeltivamente(’); perciò an- 
che la superficie di quel segmento sferico maggiore della 
mezza sfera risulterà uguale al rettangolo della circon- 
ferenza del raggio OA in CH altezza del scmisegmento 
circolare CBH dal quale il segmento sferico è descritto. 
— C. B. D. 

(’) prop. 14. e pari. prec. 
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Corollario I. 

Paragonando il rettangolo della circonferenza del 
raggio OA in AC , il quale pareggia la superficie sfe- 
rica descritta dalla semicirconferenza ABC ’ al rei -*pr. tr- 
iangolo della circonferenza dello stesso raggio OA in 
AH , eh' è quanto la porzione di superficie sferica de- 
scritta dall’ arco circolare AEB*, si vede chiaramente, 'p-, a-, 
che avendo questi rettangoli per hase comune il cer- 
chio del raggio OA debbano essere tra loro come le 
altezze , cioè come CA ad HA ; che però : 

La superficie della sfera sta a quella di un suo 
segmento , come il diametro della fera alt alicela del 
segmento . 


Corollario 11. 

Da due punti della circonferenza del semicerchio 
generatore della sfera si tirino al diametro le perpen- 
dicolari , dalle quali verso la stessa parte resteranno se- 
gnati due semisegmenti circolari generatori di due por- 
zioni sferiche a basi parallele ; e la superficie sferica del 
solido che tra queste basi , la quale dicesi zona, o fa- 
scia sferica , essendo differenza di quelle delle due por- 
zioni sferiche , risulterà anch* essa uguale al rettangolo 
della circonferenza del cerchio generatore della sfera 
nella parte del diametro, eh' è pure tra le due per- 
pendicolari , e eh’ è l’ altezza della zona . Laonde : 

In una sfera le zone sferiche, e le superficie delle 
porzioni f eriche sono tra loro come le rispettive altezze. 

Scolio. 

Sia AC * il diametro di una sfera , ed ABC dfig. a 8. 

i3 
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semicerchio generatore di essa : si* poi AE l’ altezza di 
un suo segmento sferico , cioè di quello che si descri- 
sse dal semisegmenlo circolare ABE ; sarà la superficie 
di tale sfera all' altra di quel segmento sferico , come 

* cor. i.CA ad AE * , cioè come il quadrato di CA a quello 
” cor. 2 .di AB * ; o finalmente come il cerchio del raggio CA 
* 2 . XII. a quello del raggio AB* . Per lo che essendosi dimo- 
strato il cerchio del raggio CA uguale alla superficie 

* */>••» 4 .della sfera che dcscrivesi dal semicerchio ABC * ; sarà 

anche la superficie del segmento sferico descritto dal se- 
misegmento circolare ABE uguale al cerchio del raggio 
AB . Ma nel descriversi il segmento sferico dal semi- 
segmento circolare ABE, l'estremo B dell» AB descri- 
ve il cerchio eh’ è base di tal segmento sferico . Laonde: 
l.a superfìcie di uh segmento sferico è uguale al cer- 
chio il cui raggio è la linea retta , che si lira dal ver- 
tice del segmento ad un qualunque punto della circonfe- 
renza della base di esso . 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

Ogni settore sferico è uguale al cono, che lui 
per buse il cerchio il qual pareggia la superficie sfe- 
rica che termina il settore , e per altezza il raggio 
della sfera . 

yfg.29. Sia AEBO * quel settore circolare, che rivolgendo- 
si dintorno al raggio OA descrive il settore sferico ; ed 
il cono ZXRY abbia la hasc XRY uguale alla superi? 
eie sferica generata in tal rivoluzione dall' areo AEB , 
"« /).2-.cioè , al cerchio del raggio AB * , e per altezza la ZM 
uguale ad OA ; dico esser questo cono uguale a quel set- 
tore sferico . 
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Imperocché se non è il cono ZXRY uguale al set- 
tore sferico die vien descritto dal settore circolare AEBO, 
il quale si supponga per ora minore del quadrante , 
sarà quanto un altro settore sferico maggiore di quello 
che descrivasi dal settore circolare^ AEBO , o pur mi- 
nore : suppongasi perciò uguale a quell' altro settore 
sferico, che si descrive dal settore circolare a cbO mino- 
re di AEBO , e costituito cou questo nello stesso ango- 
lo AOB . Si divida continuamente per metà 1’ arco f - 
steriorc AEB, finché le corde AE , EB delle sue par- 
ti non tocchino l’arco interiore nei*; e poi s’inten^g 00 ^^' 
da rivolgere il rettilineo AEBO insieme col settore cir- 
colare AEBO dintorno al raggio OA. E poiché la su- 
perficie che in tal rivoluzione si descrive dalle AE , EU 
é minore di quella che descrivesi dall' arco AEB ’ i* pr- 19 . 
perciò quella superficie sarà rappresentata da un cerchio 
minore del cerchio XRY, che pareggia questa : sia questo 
il cerchio X r y concentrico ad XRY , e sopra di esso 
si descriva il cono dell’altezza M ~ uguale ad OP, eh e 
minore di OA, e quindi anche di MZ ; sarà tal cono 
uguale al solido che si descrive dal rettilineo AEBO *,* pr.ìi. 
e perciò maggiore del settore sferico generato dal set- 
tore circolare a c b O , o sia del cono ZXRY , che si 
era supposto pareggiare questo settore . Lo che è im- 
possibile . Adunque il cono ZXRY non è minore del 
settore sferico che si descrive dal settore circolare AEBO . 

Sia perciò maggiore di esso , e quindi uguale a 
quel settore sferico , il quale vien generato dal settore 
circolare DFGO maggiore dell’ altro AEBO , c costitui- 
to nello stesso angolo AOB . Si divida continuamente 
per metà l' arco DFG , finché le corde delle sue par- 
ti DF , FG non tocchino 1’ altro arco AEB , e poi 


s’ intenda rivolgere il rettilineo DKGO dintorno ad OD ; 
sarà la superficie che si descrive dalle DI'' , FG tnag- 
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giure della superficie «ferie* che vien generata dall' arco 
* ^r.aa AEB * : che perciò quella tal superficie sarà rappresen- 
tata da un cerchio SYT maggiore dell’ altro XRY , con 
cui suppongasi concentrico , e sopra di esso s' intenda 
descritto quel cono che ha 1 ’ altezza MN uguale alla 
perpendicolare OQ , che dal centro O dell’ arco DFG 
tirasi sopra una di quelle corde DI' . E poiché tal 
' pr.i 3.cono è quanto il solido generato dal rettilineo DFGO' ; 
sarà esso minore del settore sierico che descrivesi dal 
settore circolare DFGO , e quindi dell’ altro cono ZXR Y, 
clic si è supposto pareggiare tal settore sferico ; lo die 
è impossibile . Laonde nè pur può il cono ZXRY es- 
ser maggiore del settore sferico generato dal settore cir- 
colare AERO : si è poi dimostrato, che non poteva es- 
serne minore . Adunque gli dovrà essere uguale . 

Che se il settore sferico proposto fosse stato descrit- 
to dal settore circolare ECO maggiore del quadrante : 
essendo questo settore sferico la differenza della sfera, e 
dell' altro settore di essa , che si descrive dal settore 
circolare AEDO minore del quadrante, sarà perciò quan- 
to In differenza di que’coui che pareggiano rispettiva- 
mente questi solidi ; e quindi uguale al cono che ha 
per base la superficie sferica descritta dall' arco BC , e 
V pr 17. per altezza la QA*. — C.B.D. 

Corollario. 

Essendo la sfera, ed un suo settore rispettivamente 
uguali a due coni , uno che ha per base un cerchio u- 
*pr. a "eguale alla superficie sferica, e per altezza il raggio * , 
1’ altro che ha per base quel cerchio , che pareggia la 
superficie sferica che termina il settore, e la stess’altez- 
* pr . i8.za * ; saranno perciò .que’ due solidi , come questi due 
•il.XUconi, e quindi come le loro basi ", cioè come la super- 
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fide della sfera alla superficie della porzione sferica elio 
termina il settore ; o finalmente come il diametro della 
sfera all' allena di tal porzioue sferica*. ‘c.pr. 1-. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

T E O A E M A . 

Ogni segmento sferico è uguale al cono, che 
ticn per base quel cerchio il cui raggio è 1’ altezza 
di esso segmento , e per asse la rimanente porzione 
del diametro accresciuta del raggio . 

Rappresenti ABC* il semicerchio generatore di una*/Tg.3o. 
sfera, ed ABE sia quel semisegmento circolare dalla cui 
rivoluzione dintorno ad AE si genera il segmento sfe- 
rico : dico che questo segmento sferico sia uguale al cono, 
che ha per base quel cerchio, il cui raggio è l'altezza 
AE di esso segmento , e per asse la rimanente por- 
zione EC del diametro accresciuta del raggio OA . 

Imperocché essendo il quadrato di AB uguale 
a' (padrati delle AE , EB , anche il cerchio del raggio 
AB dovrà pareggiare i cerchi che hanno per raggi le 
A E , EB * ; e perciò il cono che ha per base il cer-’i.XH. 
rhio del raggio AB, e per altezza la AO, cioè il setto- 
re sferico generato dal settore circolare ABO * , dovrà ‘/>r. »8. 
essere uguale a’ due coni che hanno per basi i cerchi 
de' raggi AE , EB , c per altezza la medesima AO *:*<./>. 17. 
tolto di comune il cono la cui base é il cerchio del 
raggio BE, ed EO n' è l'altezza, cioè quello che si de- 
scrive dal triangolo BEO rivolgendosi dintorno ad EO, o 
pure aggiugneudolo di comune , secondo che il settore 
circolare ABO sia minore del quadrante, o pur maggio- 
re ; sarà il segmento sferico descritto da ABE uguale 
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a' due coni , de' quali uno Ita per base il cerchio del 
raggio AE, e per altezza AO, e Poltro ha per base il 
*r.pr .16. cerchio del raggio BE, e per altezza AE". Or poiché 
AE sta ad EB, come EB ad EC ; sarà AE ad EG co- 
20, VI. 111 ® " quadrato di AE a quello di EB * , o come il 

*2. XII. cerchio del raggio AE a quello del raggio EB “ ; e 

perciò il cono che ha per base il cerchio del raggio 

AE , e per altezza EC , è uguale all' altro la cui base 

*i 5 .XII.ò il cerchio del raggio BE , ed AE n’ è 1 ’ altezza * . 
Laonde sostituendo questo cono a quello , sarà il segmen- 
to sferico generato da ABE uguale a’ due coni , de’ qua- 
li ciascuno ha per base il cerchio del l'aggio AE , ed 
uno di essi ha jier altezza AO , 1 ' altro EC ; e quindi 
ad un sol cono , che ha per base quel cerchio, e j>er 

"c.pr. iG. altezza le EC , AO prese insieme * . — C.B. D. 

Scolio 

Iii ordine a CE , altezza di uno de' segmenti . 
in cui l'està divisa una sfera , alla stessa CE insieme 
con CO raggio della sfera, c ad EA altezza dell'altro 
segmento sferico , si ritrovi la quarta proporzionale M ; 
sarà , permutando, CE ad EA, come EC insieme con 
CO ad M , e quindi come quel cono che ha per l>ase 

il cerchio del raggio EA , e per altezza EC insieme 

con CO , all’ altro cono della stessa base , clic ha M per 
altezza". Ma questo cono sta poi a quello , che ha per 
> ‘4 .base il cerchio del raggio EB, e per altezza M , come 
‘11.XII.il cerchio del raggio EA a quello del raggio EB * , 
cioè come EA ad EC . Adunque, per (-qualità ordina- 
ta , starà il cono la cui base è il cerchio del raggio EA , 
ed EC insieme con CO n' è 1 ' altezza , al cono che ha 
per base il cerchio del raggio EB, cd M per altezza , 
come CE ad EC , cioè in ragione di uguaglianza. Che 
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però , siccome quel primo cono si è dimostrato uguale 
al segmento sferico, che si descrive dal semisegmeuto circo- 
lare ABE ; cosi a questo segmento sferico stesso sarà pure 
uguale l’altro cono, la cui base è il cerchio del raggio 
BE , ed M l altezta. Adunque : 

Ogni segmento sferico è uguale al cono , che ha la 
stessa base del segmento , e per altezza la quarta pro- 
porzionale in ordine all altezza dell' altro segmento , a 
questa stessa accresciuta del raggio della sfera , ed all al- 
tezza del segmento proposto . 


FINE, 
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PRELIMINARE 


A li LIBRO 

DELLA MISURA DEL CERCHIO 


X teoremi stabiliti da Archimede sulla sfera , 
il cilindro, ed il cono resterebbero di nessun uso, per 
la pratica valutazione di tedi solidi, senza la misura 
del cerchio ; ed è perciò che quel sublime geometra 
la aggiunse ad essi , trattandola , come noi ora fac- 
ciamo , in un libro separato . Non è però clic prima 
di lui , dopo le altre considerazioni elementari sta- 
bilite sul cerchio , i geometri antichi non avessero 
pensato alla quadratura di esso(i), col qual no- 
me fu chiamata la determinazione dello spazio cir- 
colare , e lo è quella di ogni superficie curva ; 
giacche l’ oggetto che si prende di mèra riducesi sem- 
pre ad esibire una figura rettilinea , e quindi un 
quadrato , die pareggi quella superficie curva . 


(i) Eorum tane, qui ante not geometriam excalue- 
ruiu, quidam tradere aggresti tunl, qui fieri pasti t, ut 
dato tire circulo , tire circuii segmento acquale r cetili- 
neum > patium inveniatur ( Arcb. Dos. io epiiL ad Lib. 
de quad. parab. ). 


43o Preliminari: 

Plutarco nel suo trattato de exilio ci ha Lascia- 
lo detto, clic Gruista gora di Clazomene , il quale 
viveva 43o anni avanti G. C. , e che fu il quarto 
capo della scuola Ionica, se nc occupò stando in pri- 
gione , e che compose un’ opera su questo soggetto ; 
sebbene non possiamo sapere, se egli pretese di es- 
ser ricscito nella soluzione di tal problema , o pu- 
re , coni’ è più probabile , si fosse limitato ad in- 
formare i geometri de' tentativi da lui latti , e del- 
le difficoltà incontrate in questa ricerca . E tal pro- 
blema si era reso si famoso nell’ antichissima scuola 
greca , che , divenuto come a giorni nostri 1' occu- 
] «zinne del volgo de’ geometri , diede occasione ad 
Aristofane di porlo in isccna nella sua commedia 
degli Uccelli , facendo dire al famoso geometra 
Melone : Io vado con in mano la riga , e ’l com- 
passo a quadrarvi il cerchio. 

Circa lqioca stessa Ippocrale Chio , geometra 
di valore , tentò quest’ argomento ; e sebbene egli 
non vi sia riescilo , che anzi i suoi tentativi lo a- 
vessero condotto in manifesto paralogismo; ciò non 
ostante , siccome le ricerche di un Vero geometra 
non sono mai senza qualche utilità , dobbiamo esser- 
gli grato, per avere il primo esibito uno spazio cir- 
colare esattamente quadrabile . Sono queste le famo- 
se Umide , che ancor portano il nome di lunule 
d' Ippocrale ; le quali ecco in che consistono , e 
qual sia la loro quadratura . 

Sull'Ipotcnusa di un triangolo rettangolo , e su 
ciascun de’ cateti si descrivano i semicerchi , de’ qua- 
li quello sull' ipotenusa dovrà necessariamente passa- 
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re pel vertice dei triangolo ( 3a. III. ) ; e perciò vi 
dovranno rimanere su i cateti due figure a guisa di 
luna falcata comprese dalla rispettiva semicirconfe- 
renza, e dall'arco di quell’ ultra descritta sull’ijiolenu- 
sa , sono queste le lunule d' Jppocrate . Or il se- 
micerchio descritto sull’ ipotenusa è uguale a quelli 
descritti su i cateti ( a. XII. ); clic perciò toglien- 
do di comune da tuli sjwzii quc’segmenti del primo, 
che hanno per corde i cateti , resteranno le lunule 
uguali al triangolo ; e quindi si sarà ottenuta la qua- 
dratura di esse . Donde rilevasi eziandio , che la ve- 
rità che i cerchi sono come i quadrati de’ diametri , 
era già conosciuta a’ tempi d’ Jppocrate Ciào . 

Aristotele ci ha lasciata notizia di due altri geo- 
metri B risone ed Antifone die lavorarono alla qua- 
dratura del cerchio , c de' loro erronei ragionamenti. 
Ciò non Ostante in quello del secondo di essi si rav- 
v isavano già i semi del metodo di Esaustione , giac- 
ché egli considerava il cerchio ’rome un poligouo 
d' influiti lati, supponendo che l’arco sempreppiù di- 
minuendo dovesse filialmente confondersi con la sua 
corda . Non seppe però trarre da questa felice 
idea tutto il profitto che doveva , né poi era ancor 
giunto il tempo clic questo principio beli accolto 
da’ geometri , dovesse diventare, ndle mani del più 
gran matematico della liti» liità , la sorgente feconda 
d’ iunumerabili scoperte geometriche . 

Archimede che , come abbiamo detto , per le 
ricerche sulla Sfera , e sul Cilindro aveva neces- 
sariamente bisogno della misura del cerchio', intra- 
prese a trattar quest’ argomento , e vi riesci da suo 
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pari : egli però abbandonò come dillidlc, e quasi im- 
possibile la quadratini assoluta del cerchio, e si 
rivolse a cercarla per approssimazione . 

Comincia a tal proposito a stabilire la corrispon- 
denza tra la quadratura del cerchio , e la rettifica- 
zione della circonferenza , con dimostrare , che il 
cerchio sia uguale a quel triangolo rettangolo , elic- 
ila per cateti la circonferenza , e ’l raggio ; ed indi 
si rivolse all’ esibizione della circonferenza , per la 
quale rilevò il tanto nolo rapporto di 7 a 23. 

Il metodo si conosciuto eli’ ci tenne , è il se- 
guente . Dojw di aver stabilito , che la circonferen- 
za del cerdiio sia maggiore del perimetro di un qual- 
sivoglia poligono in esso iscritto , e minore del cir- 
coscritto , cominciò a calcolare artifiziosamente i 
perimetri de’ poligoni iscritti , e circoscritti al cer- 
chio , fino che giunse dopo sei operazioni a quello 
di 96 lati, pel quale trovò, che il perimetro del po- 


ligono iscritto era maggiore di diametri 3 1-, 

7 1 

quello del poligono circoscritto era minore di dia- 
10 ! 

metri 3 — , o 3 — : donde conchiuse , che la cir- 
7° ’ 7 

conferenza la quale h maggiore del perimetro del po- 
ligono iscritto , fosse a più forte ragione maggiore 

di diametri 3 — , e minore di diametri 3 — . b-u 
7i 7° 

affinché alcun dubbio non cadesse sulle operazioni 

aritmetiche di’ egli dovè fare , per aver forse preso 

un numero troppo grande pc’ perimetri de’ poligoni 

iscritti , e troppo piccolo pe’ drcoscritti , sccondo- 
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clic le radici estraile le avesse prese per eccesso, o 
jicr difetto , ei cou indicibile maestria rivolse ciò 
in suo vantaggio , mentre nel cercare il lato dei 
poligono iscritto dispose il suo ragionamento, e '1 cal- 
colo in modo, che prendendo le radici per difetto, 
1’ errore che non può evitarsi gli |iroduce necessaria- 
mente un numero minore del vero per grandezza di 
(juel lato ; onde , che il perimetro del poligono ri- 
sulta necessariamente minore del vero , che perciò se 

quello era minore di diametri 3 — , molto piò dee 

7 1 

esserlo questo ; ed il contrario egli opera nel prende- 
re il perimetro dei poligono circoscritto , che gli 
risulta [icrciò maggiore del vero . Ma tropi» in là 
ci condurrebbero le riflessioni che josson falsi su 
questo lavoro importante (liuti uomo sommo, e per- 
spicace come Archimede ; e sarà ben fatto a tal pro- 
posito il consultare il bel Tomento di Eutocio alla 
Prop. I. del Lib. de Circuii Dimensione di Ar- 
chimede . 

Posteriormente a lui cercarono di estendere mag- 
giormente l’approssimazione del rappoito della cir- 
conferenza del cerchio al diametro , Apollonio nel 
suo libro intitolato 0*jToj3oos ( ma nè tale opera, di 
cui se ne ignora I’ oggetto , nè quindi 1’ appros- 
simazione Apollnriiana sono [lassate alla posteri- 
tà ) e Filone ui Gadara , che probabilmente este- 
se anclic il rapporto di Apollonio al quale fu ]»ste- 
riore. Ed Eutocio ci è garante, clic questi due ave- 
vano spinto molto innanzi le loro approssimazioni . 

Al rinascimento delle matematiche in Europa , 
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o piuttosto all’ epoca in cui esse cominciarono ad es- 
sere più universalmente coltivate , si videro compa- 
rire in iscena persone mediocrissimc , le quali prive 
di vera scienza geometrica cominciarono a tentare 
tutte quelle ricerche dell’ antica Scuola, o a dirittu- 
ra impossibili ad ottenersi nel modo come si cerca- 
vano , o abbandonale in certo modo per la quasi 
impossibilità che vi si era sperimentata . Ecco dun- 
que in iscena una serie di quadratori , così chia - 
uiati dal Montucla , a di cui imitazione jxissono dir- 
si trisegatori , e duplicatori quelli altri, clic del pro- 
blema della trisezione angolare , o dell’ altro del- 
la duplicazione del cubo si occupano . E tal ge- 
nere di soggetti nou ha mai cessato di pullulare . A 
fronte però ad essi la storia delle Matematiche non 
«essa di presentarci quegli altri , che sostenendo il 
decoro della vera geometria lian lavorato su questo 
argomento, estcntcndo sempreppiù i limiti della retli- 
licazion del cerchio segnati da Archimede . 

Primo tra questi ci si presenta Regiomontano, 
che occupato in dimostrar falsi i tentativi del Car- 
dinal de Cusa intorno la quadratura del cerchio (a) 
rese un poco più approssimante il rapporto stabili- 
to da Archimede tra il diametro e la circonferenza. 
In seguito Pietro Mezio , padre di Adriano ma- 
tematico assai noto del principio del XVII 0 secolo, 
fu il primo tra i moderni che ridusse tal projiorz io- 
ne a quella di ri 3 a 355 , la quale hn il merito , 
clic espressa in decimali non allontanasi dal vero, che 

« ; 4 6 4 - 
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nella oliava cifra della tanto conosciuta proporzione 
di 1 ,oo<#>oooooo , ec. a 3,i 4 i5gi65Z5 , ec. (3) 
e presso a poco all’ epoca stessa Vieta contribuì 
aneli’ egli per qualche cosa a questo argomento , 
stabilendo un tal rapporto per 1 1 cifre , cioè pre- 
cisamente il jmc’ anzi indicato ; e dopo lui lo este- 
sero anche più Adriano Romano geometra de’ Pae- 
si bassi, e l’olandese Ludolfo Vati Ceulen , cioè 
Liuìolfo di Colonia , portandolo con immenso tra- 
vaglio il primo di essi fino a 16 , e 1 ’ altro an- 
che fino a 36 cifre decimali . Lo Snellio dopo 
tante ricerche fatte , trattò pure quest’ argomento in 
una maniera nuova , assai ingegnosa , e nel suo an- 
damento molto più breve, che quelle de’ suoi pre- 
decessori, la quale fu {mi adottata, e più solidamen- 
te stabilita dall’ IJgenio , clic lasciò in tal ricerca 
ben indietro gli antichi , e lo Snellio stesso . 

Tutti questi sommi geometri si erano occupali 
alla ricerca della quadratura del cerchio per appros- 
simazione , abbandonando a dirittura quella assolu- 
ta, che restò come occupazione de’ quadratoti. So- 
lamente un geometra distinto de’ Paesi bassi , Gre- 
gorio da S. Vincenzo , volle tenere a questo secon- 
da ; ed in verità bisogna renderli giustizia in osser- 
vare, clic alcuno pròna di lui non si era comportato 
in siflàtta ricerca con altrettanto genio, ed anche con 
tanto successo, se però non si abbia riguardo all’og- 
getto principale di tal suo lavoro , nel quale , per 
una fatalità annessa a questo ei non potò riescire ; 
che perciò venne giustamente attaccato dall' U genio, c 
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dal P. Lieuteaud gesuita, e geometra abilc.il me- 
rito dell’autore però, c di questo suo libro tesero per 
gran tempo disputato l 'affine tra valenti geometri dal- 
f una, e 1 ’ altra parte. 

Non era ancora terminata la querela tra Gre- 
gorio da S. Vincenzo e la sua Scuola, ed i con- 
traddittori , che una nuova se ne accese, per un' o- 
pera pubblicata dall’ inglese Giacomo Gregory, in- 
titolata Vera circuii ci liyperbolae quadratura , 
con la quale pretese mostrare che tali quadratu- 
re erano impossibili . Le dimostrazioni del Gregory 
furono fortemente attaccate dall’ Ugenio , ma non 
però rimaneva distrutta la validità dell’ argomento 
jier la quadratura indefinita del cerchio, la quale po- 
steriormente è stata dimostrata inqiossibile dal New- 
ton ( 4 ) . 

Intanto qùesto stesso Gregory ne oflrt il suo me- 
todo di approssimazione , ]>er la ricerca dell’ aja del 
cerchio prima di determinarne la circonferenza , che 
poi da questa si ricava ; e tal metodo essendoci sem- 
brato assai a proposito per gli usi elementari , è 
quello die abbiamo perciò adottato . 

Giunti u questo segno del breve cenno storico 
sulla quadratura del ceri hio , stimiamo arrestarci , 
perchè procedendo più oltre dovremmo intrigarci in 
deciferazioni di metodi della moderna analisi degli 
infiniti , die sono alieni da questo luogo : chi desi- 
dera però più estesa notizia sul presente argomento, 
troverà di che restar soddisfatto leggendo un’ opera 

( 4 ) Princip. Math. Lib. I. Lem. XXFUf. 


r 


Digitized by Google 


ALLA MISURA DCli CERCHIO /fir 

a tal’ Oggetto composta dal Montitela , col titolo di 
Storia della quadratura del cerchio , in cui ol- 
ire alla parte dotta , troverà di che dilettarsi in leg- 
gendo le scioccherie , e le puerilità de’ quadratoti . 
Per noi d sembra di aver già detto abbastanza per 
mostrare l' importanza di questo Problema , la cura 
che ne abbiano presa i più grandi Matamatici di tut- 
ti i tempi , e per allontanare i giovani dal pericolo 
in cui potrebbero incorrere tentando una ricerca a 
tante riprese ritentata infruttuosamente , e che ora 
più die mai sarebbe inutile il ritentare anche spe- 
randone buon esito , mentre sono tali, e tanto gran- 
di le approssimazioni che si hanno , che nulla di 
vantaggio si potrebbe trarre dall’ esatta quadratura ; 
ond’ è che con grandissimo giudizio il Maupertuis 
pose tal ricerca tra quelle da proibirsi , soggiugnen- 
do per motivo , che anche riescendovi il prodotto non 
compenserebbe la spesa (5). 


( 5 ) Lettre tur le progrcs des Sciences §. 18. 
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DEL CERCHIO 


DEFINIZIONI. 

«. U.A figura curvilinea si dirà quadrata , se 
per mezzo di una geometrica costruzione siesi trasfor- 
mata in un' altra rettilinea . 

Poiché a quest' ultima figura può sempre esibirsi 
un quadrato uguale*. * 14.lt. 

a. E si diri rettificata una curva , se con geome- 
triche operaaioni si rinvenga una linea retta che la 
pareggi . 

Scolio. 

La quadratura di nno spazio curvilineo è o esal- 
ta -, o per approssimatione . Si dice esatta , allorché la 
figura rettilinea pareggia lo spazio curvilineo a rigor geo- 
metrico , c senza averne trascurata veruna , abbenchè 
minima , quantità ; ed è per approssimazione , quan- 
do si rinviene una figura rettilinea , che differisca dallo 
spazio curvilineo per una quantità piccolissima , e per 
conseguenza trascurabile . E lo stesso dee dirsi conve- 
nevolmente per la rettificazione di una curva . 

PROPOSIZIONE I. 

LEMMA. 

Ogni poligono di numero pari di lati uguali i- 
scritto nel cerchio , è medio proporzionale Ira quel- 
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T altro poligono regolare iscritto nel cerchio stes- 
so , che ha la metà «li lati , ed il poligono circo- 
scritto simile a questo . 

’Jig. 3«. Sia DB' il lato di un poligono di numero pa- 

ri di lati uguali iscritto nel cerchio DBE ; e da un 
estremo D dell' arco DB si tiri sul raggio OB, che 
passi per l’ altro estremo , la perpendicolare DF , la 
quale si prolunghi sino alla circonferenza in E , sa- 
rà l’ arco BE uguale all’ arco BD ; e «piindi la DE 
dinoterà il lato di quel poligono regolare iscrittibi- 
le nel cerchio DBE , che ha la metà di lati del già 
iscritto . Finalmente per lo punto B si tiri a tal cer- 
chio la tangente ABC , la qtialc si arresti ai raggi Ol), 
OE , che passano per gli estremi dell’ arco DBE ; sarà 
OF ad OB, come DE ad AC : e nella stissa ragione di 
OF ad OB sarà pure ogni altro lato della figura i- 
scritta del lato DE alla circoscrittihile del lato AC ; 
ond'è che questa risulterà equilatera. E sarà facile il 
dimostrarla equiangola con ragionamento analogo a quel- 
lo della prop. i a. IV ; ond è che tali due figure i- 
scrilla, e circoscritta risulteranno simili . Or io dico , 
che i poligoni i quali hanno per loro lati le DE , DB , 
AC sicno continuamente proporzionali . 

Imperocché essendo i triangoli DFO , ABO rispetti- 
vamente uguali agli altri OFE , OBC ; la somma de'lri- 
angoli DFO, ABO risulterà metà degli altri DOE , 
A OC . Laonde dividendo i i poligoni che hanno per 
lati le DE , AC in tanti triangoli , come DOE , AOC, 
«pianti sono i loro lati ; si verranno per conseguenza a 
«lividere in Unti triangoli, come DFO, ABO, quanti ne 
dinota il doppio numero de lati «li essi , cioè il nume- 
ro di quelli del poligono del lato BD . Ma lo stesso 
numero «li volt* si contiene anche il triangolo DOB in 
quest’ ultimo poligono . Adunque i triangoli DFO , 
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DOB , ABO sono tre grandezze , delle quali ne sono 
ugualmente multiplici rispettivi il poligono del lato BE, 
quello del lato DB, e l'altro del lato AC : perciò questi 
poligoni saranno tra loro come quei triangoli *. Or il*i5. V. 
triangolo DOF sta all'altro DOB, come la base OF alla ba- 
se OB, per essere ugualmente alti*, e quindi come OD" i. VI. 
ad OA * : «l in questa stessa ragione è pure il triangolo"». VI. 
DOB al triangolo AOB , per aver essi il loro vertice co- 
mune in B. Laonde il triangolo DOF starà al triangolo 
DOB , come questo triangolo DOB all’ altro AOB , cioè i 
tre triangoli DOF , DOB , BOA saranno continuamente 
proporzionali . Quindi anche continuamente proporzio- 
nali saranno i poligoni che hanno rispettivamente per Iati 
le DE , DB , AC , i quali si sono dimostrati proporzio- 
nali adessi triangoli DOF, DOB, AOB. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE II. 

L s a h a. 

Ogni poligono di numero pari di lati uguali cir- 
coscritto al cerchio , h quarto proporzionale in ordi- 
ne alla somma dei due poligoni iscritti in tal cer- 
chio , 1’ uno simile al già circoscritto , e l’ altro che 
ha la metà del numero di lati , al doppio di questo, 
i d all’ altro poligono circoscritto che gli è simile . 

Si supponga fatto lo stesso apparecchio del Lem- 
ma precedente , e sieno DB , DE * i lati dei due po-"^g.3i. 
tigoni iscritti nel cerchio DBE , ed AC un lato di quel 
poligono circoscritto , che è simile all' iscritto del lato 
DE : di più si tirino al cerchio DAE , per gli punti 
D , E le tangenti DL , EH ; sarà LH il lato dell’ al- 
tro poligono circoscritto simile all’ iscritto del lato 
DB > cioè sarà LH il lato di quel poligono regolare cir- 
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coscritto al cerchio DDE , che ha doppio numero di 
lati del gii circoscritto . Or io dico , che questo po- 
ligono del lato LH sia quarto proporzionale in ordine 
a’ due poligoni iscritti , cioè quelli che hanno per lati 
le DB , DE , al doppio di quello del lato DE , ed al 
poligono circoscritto del lato AC . 

Giungano le OL , OH . Ed avendo i due trian- 
goli LDO , UBO i loro lati 1' un l’ altro uguali , sa- 
’ ranno perciò uguali ; e 1' angolo DOB resterà diviso 
per metà dalla LO : per la qual cosa starà OA ad OB, 
*3. YI.o pure OD , come AL ad LB * . Ma AO Sta ad OD , 
*i. VI. come il triangolo ABO al triangolo DBO * , o pur co- 
“ihprcc.me questo triangolo DBO all'altro DOF * ; ed AL sta 
VI. ad LB, come il triangolo AOL al triangolo LOB * . 
Adunque starà il triangolo DBO al triangolo DOF , co- 
me il triangolo AOL all'altro LOB; c componendo i 
due triangoli DBO , DOF staranno al triangolo DOF , 
conte il triangolo AOB al triangolo LOB . Ma il tri- 
angolo DOF, sta al suo doppio, come il triangolo LOB 
• iS.V.al doppio di esso * , cioè al triangolo LOH . Laonde 
le tre grandezze, cioè i due triangoli DOB, DOF in- 
sieme , il triangolo DOF , ed il doppio di questo stes- 
so triangolo DOF sono in ordinata ragione con tre al- 
tre grandezze , cioè col triangolo AOB , co) triangolo 
LOB , e col triangolo LOH : quindi , per equalità, 
dovrà stare il triangolo DOB insieme coll’ altro DOF 
al doppio di esso DOF, come il triangolo AOB al tri- 
angolo LOH . Per la qual cosa , essendosi dimostrato , 
che i poligoni i quali hanno per lati rispettivamente le 
DB, DE, AC sieno ugualmente multiplici de' triangoli 
•ih pere .DOB , DOF, AOB e potendosi similmente dimostra- 
re , che il poligono del lato LH sia pule ugualmente 
multiplice del triangolo LOH , ne segue , che dovendo 
aver luogo tra gli ugualmente multiplici la stessa propoj- 
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rione che tra le parti', deliba perciò stare il poligo-* i5.V. 
no del lato DB insieme con quello del lato DE al dop- 
pio del poligono del lato DE , come il poligono del 
lato AC al poligono del lato LH . — C.B.D, 

PROPOSIZIONE UT 

TEOREMA. 

Preso per unità il raggio di un cerchio ; tal 
cerchio , con un’ approssimazione di meno di una die- 
ci milionesima , sarà espresso da 3 , 1 4 15926 quadrati 
del raggio. 

Essendosi preso per unità il raggio del cerchio , 
il quadrato del raggio dinoterà l’ unità quadrata , della 
quale ne sarà doppio il quadrato iscritto nel cerchio , 
e quadruplo il circoscritto . Quindi se tale unità qua- 
drata si concepisca divisa in 1,0000000 parti uguali ; 
il quadrato iscritto in tal cerchio sarà espresso da 
2,0000000, e'1 circoscritto da /fi 0000000 ■ E trovan- 
do il medio proporzionale geometrico tra i due nume- 
ri 2,0000000 , e 4|00°oooo , tal medio proporzionale , 
eh’ è 2,8284*71 esprimerà in quadrati del raggio 1’ ot- 
tagono iscritto ' . Ed il quarto proporzionale 3 , 3 i 37 o 85 * pr. 1. 
in ordine alla somma di que’ numeri , che si è poc’anzi 
veduto rappresentare l’ottagono, e’1 quadralo iscritto, 
al dqppio di questo , cd al numero clic esprime il qua- 
drato* circoscritto , dinoterà , anche in quadrati del 
raggio , 1 ’ ottagono circoscritto * . Similmente , passan-*pr. 2. 
do col mezzo de’ due precedenti lemmi dall’ ottagono 
iscritto e circoscritto a tal cerchio , prima alla figura 
di 16. lati iscritta, e poi alla circoscritta, e cosi con- 
tinuando successivamente , si troverà essere 
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1 

: fig . di 16 lati iscr , 

1,0614674, c 

la circoi . 3,1825979 

33 

3 , 1 a 1 445 1 

3,1517249 

64 

3, 1365485 

3 , i 44 n 84 

ia8 

3 ,i 4 o 33 i 1 

3,1422236 

a 56 

3,1412772 

3 ,i 4 i 75 o 4 

5 i» 

3 . 1 4 » 5 t 38 

3 ,i 4 > 632 i 

ioi4 

3,1415729 

3 , 1416025 

2048 

3 , 14*5877 

3 , 1 4 1 5 g 5 1 

4096 

3 ,i 4 i 59 i 4 

3,i4i5933 

8192 

3,1415933 

3,1415928 

i 6384 

3,1415925 

3,1415926 

32768 

3,1415926 

3 , 1415916 

Donde chiaramente 

apparisce , che le due figure ciascu- 


na di 32768 lati uguali, l'una iscritta, e l’altra circo- 
scritta al cerchio ; fino alle loro parli diecimilioncsime 
non si differiscono affatto tra loro , essendo espresse 
dallo stesso numero 3 , 1 4 > SgsaG ; ond' è , che la loro dif- 
ferenza dovrà consistere in parli più piccole di una die- 
riiiiilioucsima del quadrato del raggio. E perciò anche 
il cerchio , eh' è medio Ira queste due figure , dovrà es- 
sere espresso da 3 ,i 4 i 5 gt >6 quadrati del raggio . — 
C. B. D. 

PROPOSIZIONE IV. 

teorema. 

Un cerchio sta al quadrato del diametro , co- 
nte 3 ,i 4>5936 a 4,0000000. 

■ XI. Essendo i cerchi come i quadrati de’ diametri *, 

starà , permutando , un cerchio al quadrato del diame- 
tro, come un altro cerchio al quadrato del diametro suo. 
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Ma nel teorema precedente tal ragione per lo reicliio 
del raggio i. si è troyata esser quella di 3, 1. fi 0926 a 
4,0000000 : poiché era» questi i numeri che si è ve- 
duto esprimere esso cerchio, ed il quadrato del suo dia- 
metro . Laonde questa stessa dovrà essere la ragione di 
un qualunque altro cerchio al quadrato del suo diame- 
tro . — C.B.D. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMI. 

Il diametro del cerchio , sta alla sua circonfe- 
renza , come t a 3, 1 4 ‘ ÌhjqO. 

Imperocché essendo il quadrato del diametro duplo 
del rettangolo del diametro stesso nel raggio * , sarà* i. VI. 
quadruplo del triangolo rettangolo , che ha per lati din- 
torno all' angolo retto tal diametro e il raggio ; poiché 
questo triangolo é anche metà di quel rettangolo . A- 
dunque starà questo triangolo al quadrato del diametro 
del cerchio , come i ,0000000 a 4,0000000 . Ma é poi 
questo quadrato al cerchio come 4,0000000 a 3, i4 1 5gitì’.* pr. 4. 
Laonde , per equalità , quel triangolo starà al cerchio , 
o sia ad un altro triangolo rettangolo , che ha per lati 
dintorno all'angolo retto la circonferenza ed il raggio * ,'p.Z.Ar . 
come 1 a 3, 1415926. Che perciò essendo questi trian- 
goli come le basi * ; starà anche il diametro alla cir-* 1. VI. 
conferenza, come 1 a 3,1415926 C.B.D. 

FINE. 


\ 


/ 
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NOTE 

CRITICHE, E GEOMETRICHE 

LE QUALI RENDONO RAGIONE DI Ciò IH CUI LA PRESENTE 
ESPOSIZIONE DIFFERISCE DAL TESTO GRECO DEGLI L LENENTI , 
O PUR CONTENGONO OSSERVAZIONI SU TALUNE PROPOSIZIONI 

VI SONO AGGIUNTE 


Alche Note su' TeoRbmi Elementari di Archimede 
sulle Sfera e sul Cilindro, e sulla Misura del Cerchio. 
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NOTE» 

SU GLI ELEMENTI DI EUCLIDE. 

AL LIBRO I. 

Alla De r. VII. 

La presente definizione della superficie piana é 
quella che trovasi in tutti i Codici Greci , ed Arabi de- 
gli Elementi j ed è sicuramente di Euclide: Al distintis- 
simo geometro Roberto Simson però è piaciuto adottare 
1' altra seguente : La superficie piana è quella nella qua- 
le presi due punti ad arbìtrio , la linea retta che .gli li- 
ni sce cade in essa superficie , la qual proprietà della su- 
perficie piana y soggiugne poi egli medesimo nelle Note, 
h manifestamente supposta negli Elementi . E questa no- 
zione della superficie piana diede anche Archimede . 

Alle Def. Vili, b IX. 

Per non interrompere T ordine delle definizioni che 
trovasi nel testo greco , si è da noi ritenuta la defini- 
zione 8, die abbiamo però segnata accanto, per di- 
notare esser superflua . Imperocché in essa si compren- 
de non solamente quella dell’ angolo contenuto da due 
linee rette, che poi Euclide reca specialmente nella defi- 
nizione seguente ; ma eziandio quella di altre specie di 
angoli, Tulio contenuto da una linea retta , e da una cur- 
va , e T altro da due linee curve. Or la condizione espres- 
sa in tal def. 8 , che le linee le quali s' inclinano non 


Digitized by Google 


H O T E 


Lib. i. 4>o 

debbano formare una linea continuata , distrugge la pos- 
sibilità di comprendere in essa le summentovate due spe- 
cie di angoli , non potendo supporsi una curva nella stes- 
sa direzione di una linea retta , o pure due curve nella 
medesima direzione fra loro. Sicché per tal ragione que- 
sta def. 8 , dice bene il Simson , è vuota di senso. Decsi 
anche riflettere , che delle suddette due specie di angoli 
non si fa alcuna menzione negli Elementi , a meno di 
qualche luogo , ove il testo è stato corrotto , come 
faremo osservare quando occorrerà parlarne . Nè poi la 
Geometria Elementare ha bisogno di considerare tali due 
specie di angoli. 

Inoltre dee notarsi , che la seguente def. 9. si trova 
nel testo connessa colla 8 , sicché quella è a dirittura una 
continuazione di questa necessariamente ad essa unita j il 
che non è stato mai praticato da Euclide. Per tutte le 
anzidetto ragioni , noi seguendo il Simson , e stimando a 
proposito che tal def. 8 si debba tralasciare y abbiamo 
perciò data la def. 9 per intero , ed indipendentemente 
dalla 8, 

Alla Dep. XVII. 

A questa definizione, di’ c completa nella maniera 
come noi I’ abbiamo recata, nel testo greco, e presso lutti 
gli espositori degli Elementi sta aggiunto, la quale divide 
anche per metà il cerchio ; il che non solamente non fa 
parte della definizione, ma avrebbe anche bisogno di di* 
«lustrazione , cd il dimostrarlo sarebbe fuori luogo. Pro- 
do 1' ha dimostrato col concepir V uno de 1 semicerchi ap- 
plicato itili 1 altro , come può vedersi nel Libro II. del 
suo contentano al primo libro degli Elementi, e nell' Eu- 
clide del Commandini : ma tolta la necessita di dimostrar 
nò per la presente definizione, tal verità è chiara dalla 3 t. 
del Lib.lll. e dalla dello stesso ; poiché dalla prima 
di esse proposizioni si rileva essere i semicerchi segmenti 
simili , e dall' altra che questi sieno uguali. 
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Alle Dtr. XVIII. e XIX. 

Per render di più chiara intelligenza queste defini- 
zioni si è detto : da una delle due parti della circonfe- 
renta , in vece di dire , dalla circonferenta, come ai tro- 
va nel tetto greco , e pretto tatti i cementatori. 

Alla Dar. XXXIII. 


Roberto Siraton ha tacciata quatta definizione, qua- 
ai che contenga un’ affezione superflua alla cosa definita ; 
perciocché , egli dice: ogni figura quadrilatera , che ha 
i lati opponi uguali tra loro, avrà anche uguali gli an- 
goli opporti , e riceverla ; e lo dimostra . Ma prima di 
questa dimostrazione , la quale dipende da alcune propo- 
sizioni del Lib. I , non potevasi concepir mai tal- feriti; 
e perciò la condizione degli angoli doveva entrare nell* 
definizione , altrimenti ai sarebbe potuto credere, che ol- 
tre la figura quadrilatera , che in està ti definisce , po- 
teste esservene anche altra i cni angoli opposti essendo 
uguali , non lo fossero poi i lati , e cosi per lo contra- 
rio. E qui giova avvertir generalmente , che non dovri 
mai proscriversi una definizione di Geometria, sol perché 
sia in essa qualche condizione eccedente ; purché però il 
soggetto che si vuol definire , resti con opportuna distin- 
zione determinato ; nel che , come tutti sanno , consiste 
la precisione del geometrico definire. 

A' Postul. IV. V. E VI. 

Il numero de' postulati nel testo greco è di cinque , 
de' quali i due ultimi trovansi presso molti comentatori 
trasportati tra gli assiomi , formando l'nndecimo, e ’I duo- 
decimo di questi ; ma in resiti senza alcun fondamento r 
poiché l undecimo, cioè il nostro postulato quarto, è con- 
seguenza immediata della natura, e definizione dell’angolo 
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NOTE 


retto, e perciò non è una nozione comune, ed ovvia, come 
si richiederebbe perchè fosse un assioma ; e *1 duodecimo è 
un principio da Euclide dimandato , perchè nou potè di- 
mostrarlo, la qual condizione, che forma una impci lezione 
per gli Elementi (*), non lo fa però diventare assioma. 

Noi però abbiamo anche posto nel numero de' po- 
stulali il decimo assioma , cioè clic : Due linee rette non 
chiudono spatìo , formandone il sesto postulato 5 poiché 
tal verità è conseguenza chiara della definizione della li- 
nea retta , e non già assioma ; ed in ciò fare ci siamo 
anche valuti a proposito dell' autorità del codice greco 
sul quale ha fatta la sua versione il Peyrard. 

Alle Prop. I. e IV. 

L4 Proposizioni di Geometria , e di Matematiche in 
generale a due classi principalmente riduconsi , a' Proble- 
mi cioè, e Teoremi. 

Problema è una proposizione in cui si propone a 
costruire , cioè fare , o a rinvenire qualche cosa. 

Teorema è poi quella proposizione nella quale si 
propone a dimostrar qualche cosa. 

11 primo costa di quesito , e di dati , cioè di quello 
che dimandasi , e delle cose che concedonsi per poterlo 
ottenere ; il secondo d' ipotesi , ossia delle cose che sup- 
pongonsi, e di tesi, cioè di ciò che si vuol dimostrare. 

Intorno a’ dati , ed alla natura de' problemi, e de* 
l'oremi molto c importante ad apprendersi da chi vuol 
coltivare le Matematiche con successo ; ma non è questo 
il luogo a proposito di trattarne. Quello che solamente ci 
abbiain proposto di far qui notare si c , che gli antichi, 
e principalmente Euclide, solevano dividere il problema, 
«ni il teorema in sei parti , cioè in Proposizione , eh' è 
propriamente T enunciazione del problema , o del teo« 

(*) V <’gg- la Nota alla prop. 19. Lib. /. 
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rema , cosi ora da noi specialmente chiamata * Esposi - 
zione y che contiene la semplice esibizione del dato, o de* 
dati nel problema, e 1 ' ipotesi nel teorema ; Detenni na- 
zione , cioè la determinata esibizione del quesito nel pro- 
blema , e della tesi nel teorema ; che bisogna non con- 
fondere con la così detta determinazione del Problema , 
rinvenuta, come fa detto nel discorso preliminare, dal geo- 
metra Leone , cioè quella ricerca sul medesimo per co- 
noscere quando sia possibile , • quando impossibile , al 
quale oggetto cifnveniva talvolta premettervi altre pro- 
posizioni , tal die la *7 del VI. per la determinazione 
del quesito della 18 : Costrusione , cioè quelTappareccbio 
geometrico necessario a far rilevare il quesito da 1 dati , o 
r ipotesi dalla tesi j e questa ne* teoremi chiamasi piu ac- 
conciamente apparecchio , e talvolta non ve ne ha biso- 
gno , mentre mai può mancare ne* problemi . Finalmente 
cosa fossero la Dimostrazione , e la Conclusione abbastan- 
za 1* intende da se , e fa rilevarlo la Prop. I. di Eucli- 
de , in coi abbiamo distinte tutte le parti di essa. 

Delle suddette parti , I* esposizione, e la determina- 
zione comprendendo la proposizione , suole perciò questa 
da taluni Geometri , anche antichi , trascurarsi j e così 
pure la conclusione , la quale trovasi talvolta omessa an- 
che da Euclide negli Elementi : di tal die le essenziali 
ad ogni proposizione riduconsi alle rimanenti quattro , 
“delle quali, come si è detto , la costruzione essenzialissi- 
ma parte nei problemi può talvolta non aver luogo ne’ teo- 
remi. 

A’ Corollari delle Prop. V. e VI. 

Del pari che il Simson abbiamo aggiunto un corol- 
lario a ciascuna di queste due proposizioni . 
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Alla Phot. VII. 

L’ enunciazione di questa proposizione 1* abbiamo 
cambiata, senza allatto alterare il senso di essa * poiché il 
tradurla a parola dal greco , la rendeva difficile a conce- 
pirsi da' giovani. Inoltre la nostra enunciazione ci sembra 
più propria per applicarla alla prop. 8 . di cui è lemma. 
Anche il Siinson ebbe la stessa idea nel suo Euclide. 

Inoltre la dimostrazione di questa proposizione ha chia- 
ramente due casi , de' quali quello che si trova mancante 
nel testo greco, cioè il secondo (*) , e che si è tralascialo 
dalla maggior parte de’comen latori, è ugualmente necessario 
che l'altro che vi sì trova. Che poi il caso omesso fosse 
stato da principio nel testo , come giudiziosamente riflette 
il Siinson, è chiaro da ciò, che la secouda parte della 
prop. 5. del Lib.I., eh' è necessaria per dimostrare un tal 
caso, non ha verun altro uso. Si vede poi chiaramente , 
che tal seconda parte derivi dalla prima, e dalla prop. 1 3. 
del Lib.I; e perciò che dovè esservi aggiunta per qualche 
proposizione tra la 6 , e la i3. Or tra queste, oltre la prop 7 . 
niun' altra ne ha bisogno ; adunque vi fu posta per questa 
proposizione . Anche la versione in lingua araba ha espli- 
citamente dimostrato un tal caso. Oltre di esso , dal Com- 
inandini, e dal Simson se ne trova aggiunto un terzo, noi 
quale supponesi, che il vertice di uno de'due triangoli cada 
nell'un de’ lati dell’ altro ; ma siccome l'assurdo che deri- 
verrebbe da tale ipotesi è evidente , abbiamo perciò cre- 
duto a proposito trascurare questo terzo caso, contentando- 
ci semplicemente di accennarlo . 

Il Sig. Peyrard, nella Prefazione al voi. I. del suo 
Euclide, avvertì il poc anzi detto difetto , nel Codice di 
cui egli si valse per le sue versioni. F.bbe però opinione, 
che nel testo greco non vi avesse dovuto essere una di- 
stinzione in casi diversi, ma sì bene una doppia figura 

(*) t esposizione nostra. 
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con una sola dimostrazione , eli' è quella clic in essi or- 
dinariamente trovasi j ed a lai proposito soggiugue; Omnes 
commentatore s in errore versabantur. Figura incompleta 
crai in omnibus editionibus . Secundam descripst jfga* 
ram ; produxi recto» *BC , BD * , et demonstratio com-*Jig.*.\. 
pietà juit in Textu Greco nulla voce mutata. 

Or sebbene tal maniera di dimostrare questa propo- 
sizione , secondo dice il sig. Peyrard , non debba negar- 
si che sia ingegnosa , pur tutta via con c essa sicuramen- 
te quella che tenne Euclide , la quale dovè essere analo- 
ga all' altra da noi recata , oome lo stesso Peyrard con- 
fessa, nella Prefazione al Voi. 11 ° della citata sua opera, 
reso in ciò più istruito dalla lettura dell 1 Euclide tra- 
dotto dall* arabo dal Campano , nella qual versione è da 
nolani, che quel terzo caso di cui sopra sta detto si tro- 
va solamente accennato , del pari ohe da noi è stato fatto. 

E qui deesi per ultimo avvertire, die la vcrilk da Eu- 
clide dimostrata nella proposizione 7 , non dee credersi da 
lui stabilita assolutamente come lemma della proposizione 8 , 
e perciò inutile a recarsi negli Elementi ogni qual volta 
questa potesse indipendentemente da quella dimostrarsi, co- 
me taluno degli espositori di Euclide ha malamente cre- 
duto 5 mentre essa è ancora necessaria a stabilire 1' unici- 
tà di quel punto clic serba distanze date da due altri 
punti dati , la qual cosa è interessante per la teorica de" 

Dati di Sito . 

Al Corollario della Prop. XIII. 

Euclide si vale della veri tè stabilita in questo Corol- 
lario nel dimostrare la proposizione 1. del Libro XI. , ed 
era perciò neoessario che essa in qualche luogo degli 
Elementi stessi si fosse dimostrata . Il Simson credè 
conveniente il dedurla dalla proposizione 11. del presente 
Libro • ma a noi è sembrato piu naturale il ricavarla dal- 
la prop. i 3 . 


■Digitized by Google 


Lw. i. < 5 G 


ROTI 


Per equivoco tipografico questo corollario si è tro- 
vato calle precedenti edizioni dopo la prop. 14 , sebbene 
evidentemente apparisca derivarsi dalla i 3 . 

À’ Corollari della Prop. XV. 

Nel testo greco ti trova aggiunto alla Prop. i 5 . un 
Corollario in cui si dice , che ; Quante rette si seghino 
scambievolmente in un punto , vi fanno gli angoli ugua- 
li a quattro retti. Il Simson credè opportuno dividere 
tal corollario , reso da lui anche più generale , in due 
parti , o sia in due corolla! j , e noi lo abbiamo imitato. 

Il Peyrard ha a dirittura tralasciato di recarlo nel 
suo Euclide , non avendolo trovato nel codice di cui si 
c servito per la sua versione. Egli ha però avuto torto in 
cosi fare . 

Alla Prop. XIX. 

L’ enunciazione di questa proposizione nel testo gre- 
co , e nelle versioni del Campano , e del Commandiui 
seguite dal Brigg , e da molti altri >i differisce da quella 
della precedente di cui è conversa, per una semplice di ver- 
sa disposizione delle voci stesse, dicendosi nella prima, 
eh’ è la 18 : Omnis triangoli majus Litui majorem an- 
gulum subtenditi e nell’altra 19 ; Omnis irianguli ma- 
jorem angulum majus latus sublendit j il che produce una 
> certa confusione . 11 Clavio , il Simson , ed altri accurati 
espositori di Euclide cercarono, con le loro enunciazioni 
delle prop. 18 e 19 , distruggere questo sconcio , e noi 
abbiamo fatto lo stesso, appartandoci però dal testo greco. 
È pure da avvertirsi , che il Viviani per ovviare a ciò 
si seni della frase di angolo sottoposto a lato , che non 
c affatto propria , nè da altri usata. 
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Alla Prop. XXII. 

Euclide ha tralasciato io questa proposizione di prò* 
rare, come taluni moderni rigoristi avrebbero voluto, che 
i due cerchi DKL , K.MJI * si debbano in ter segare , risul-y". 22. I. 
tondo ciò evidentemente dalla determinazione da lui da- 
ta , cioè che due delle rette proposte per costruire il tri- 
angolo fossero, comunque prese, maggiori della terza . 

E , dice bene Roberto Simson « qual principiante di 
i> Geometria vi tara mai , il quale uon rileverà da ciò 
w immantinente , che essendo FD minore di FU , il 
»> cerchio descritto centro F, intervallo FD debba incon- 
» trare la retta FH tra i ponti F, H; e similmente , 

» die essendo GH minore di GD , il cerchio descritto 
• centro G, intervallo GII debba incontrare la retta DG 
» ira G, e D;e die quei cerchi debbano inoltre intersc- 
h garsi , per essere i loro raggi FD , GII insieme mag- 
n giori della FG ? » Ma vediamo un poco in qual mo- 
do coloro che hanno imputato a difetto di Euclide que- 
sta tale omissione , vi hanno poi supplito. Tomaso Sim- 
sou ne' suoi Elementi di Geometria alla pag. 49 assegna 
per determinazione della costruzione del presente pro- 
blema quest' altra dedotto da Euclide , e meno semplice, 

» che una qualunque delie tre rette date debba esser mi- 
» nore della somma, e maggiore della difTcreuza delle al- 
ti tre due « e da ciò dimostra, in un sol caso , che i 
cerchi si debbano intersegare , soggiungendo poi , che lo 
stesso avrebbe luogo negli altri casi. In siffatta dimostra- 
zione non ha però avvertito, che la retta GM, di' ei to- 
glie dalla GF potrebbe esserne maggiore, ed allora la sua 
dimostrazione non regge , e bisognerebbe farne un* altra 
per questo caso. Ed il Wolfio , tutto ebe gran logico , 
viene a ragione tacciato dal Montucla , .por aver ne' suoi 
Elemento Matheseos Universae L i. pag. 118. edis. del 
1-40 e 1743 proposto a dimostrare il segueute teorema : 

Se presi per centri gli estremi di una linea retta , con 
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fine ruggì i quali insieme presi sieno maggiori tli quella 
retta , si deferirono due cerchi , questi si dovranno iti- 
tene gare : il clic nou è sempre vero, a meno che, co- 
me Tomaso Simpson ben vide , la differenza di quei 
due raggi non sia minore della distanza decentri de 1 due 
cerchi, Ed in questo stesso errore cadde anche il Wolfio 
allorché nel Probi. 12 . de' citati Elementi propose a : 
Costruire un triangolo con tre rette date, due delle qua- 
li prese insieme fieno maggiori della tersa . 

In (ine dell' enunciazione di questa proposizione, nel 
testo degli Elementi , si trova soggiunto ; quia et antri n 
trianguli duo luterà relìquu nwjora sunt omnifariam sum- 
ptn : ma tal soggiunta non dee estere di Euclide ; poiché 
in nessun altro luogo trovasi la dimostrazione della de- 
terminazione de' dati iicU'ciiunciazione di un Prublema (*) . 

Alla. Prop. XXIV. 

Il Sirnson verso il principio di questa dimostrazione 
Evi aggiunto 1 » delle linee rette DE , DF * sia DE 
» quella . che non é maggiore dell’ altra DF « cioè si 
prenda quella delle linee lette DE , DF che non c la 
maggiore , per costituirvi 1' angolo EDO uguale all' altro 
BAC • poiché ( sogghigna egli ) ,, senza tal condizione , 
questa proposizione avrebbe tre casi diversi , come si 
,, vede presso Campano , ed altri Or, con buona pace 
di sì gran geometra , la sua riflessione nou è troppo giu- 
sta ; poiché è vero , che l’ apparecchio di qi e la dimostra- 
zione , quando la DE non si prenda con la coudizione , 
eh’ egli vi appone , dia tre oasi distinti , quello , cioè , 
in cui la EG cade al di sopra della EF , e quindi il pun- 
to F si trovi fuori del triangolo DEG ; 1' altro nel quale 
la EG si supponga coincidere con la EF : ed il terzo in 
cui la EG cada al di sotto della EF , e perciò il punto 

( 4 ) y r 88' di ciò un esempio nella prop. 28 del Lib. FI. 
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F si trovi dentro del triangolo DGE . Ma è egualmente 
▼ero, che il secondo caso è intuitivo ; ed il teno, dimostra- 
to die si è , come nel primo , che EG sia uguale a BC, si 
riduce evidentemente alla proposizione ai ; poiché allora il 
punto F cadendo nel triangolo DGE , le due rette DF , 

FE debbono essere minori delie DG , GE , e però EF 
minore di EG. Euclido dunque, in questa proposizione 
ha dimostrato solamente il caso che ne avea bisogno. La 
maniera come ha poi il Sirasnn esclusi quei due altri casi, 
non soddisfa all' oggetto ; poiché avrebbe egli dovuto di- 
mostrare , che costituendosi l'angolo EDG uguale all'an- 
golo BAC , nel punto D della DE , che non è la maggio- 
re delle DE , DF , e presa la DG uguale alla DF , la 
EG cada necessariamente al di sopra della EF , e quii, 
di il punto F fuori del triangolo EDG : il che non 
egli latto . 


Alla Prop. XXIX. 

E qui che Euclide aveva bisogno del principio da 
lui stabilito per post. 5 ; ed ei dovè sicuramente pen- 
sare , che sebbene tal principio non si era da lui dimo- 
strato , pure la prop. 17 , e la 27 e 28 potevano abba- 
stanza rischiarare la verità del medesimo 5 e su queste 
ragioni si erano fondati tutti i geometri adottando la dot- 
trina delle parallele esposta da Enclide. Non è però che 
questi , e forse lo stesso Euclide, non avessero desiderato 
di vederla a tutto rigore stabilita ; ond' c che si sono vi- 
vamente impegnati a distruggere tal neo negli Elementi. 

Il primo tentativo che troviamo fatto su tal propo- 
sito è quello di Possidonio, seguito poi da Gemino, e da 
Tolomeo. Esso consiste in (stabilire la natura delle paral- 
lele nella loro equidistanza , cioè in supporre die tutte 
le perpendicolari abbassate da' punti dell' una sull* altra 
sieno uguali ; del che hanno convenuto molti scrittori 
moderni di Elementi di Geometria. Ma questa equhlistan- 
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za di due rette , ossia la condizione , else elevandosi da 
tutti i punti di una retta perpendicolari uguali sopra 
di essa , gli estremi di queste fossero allogati in un* altra 
retta , è da dimostrarsi , e non da assumersi , e '1 dimo- 
strarla è ugualmente difficile che il post. 5 ; che perciò 
agli apprezzato» del rigore geometrico non piacque a- 
dottare questo criterio delle rette parallele diverso dall'Eu- 
clideo . Nè poi esso soddisferebbe all' idea generica di pa- 
rallelismo giustamente fondata sulla non convenienza al- 
1* infinito, giacche potrebbe sospettarsi, che oltre quel caso 
di due rette equidistanti , vi potessero esser auche altri casi 
in cui due linee rette sebbene non equidistanti , potesse- 
ro purtullavia, prolungandosi quanto si voglia, non mai 
incontrarsi. 

Proclo ritenne la definizione Euclidea delle paralle- 
le , e si rivolse a dimostrare il post. 5. prevalendosi di 
un principio per altro dimostrabile , ed usato precedente- 
mente da Aristotele, e da altri, cioè che ; prolungandosi 
i lati di un angolo rettilineo , la loro distoma si fa sem- 
pre maggiore ; ma nell' applicarlo alla sua dimostrazione, 
i uà v vertentemente urtò nello stesso scoglio di supporre e- 
<juid istanti le rette parallele ; ond' è che tal sua dimo- 
strazione ragionevolmente è stala riputata insufficiente al- 
lo scopo prefisso ; quapropter ProUi dcmonslratio i muf- 
fi ciens crii (*). 

Dopo del Proclo non conosciamo altro contento di 
geometri greci ; e tra gli arabi ci si presenta quello del 
Nassiieddiu , che prese il ripiego di ‘far precedere la ve- 
rità dimostrata da Euclide nella 3a del lib. 1. alla teo- 
rica delle parallele. Ma ei assunse anche, come fondamen- 
to della sua dimostrazioni* , per evidenti i due seguenti 
princip) : 1*. Se la perpendicolare ad una retta ùicon- 
tri un' altra retta ad angoli uno acuto , e l altro Ottu- 
so ; tali due rette saranno convergenti dalla parte del - 

(*) Bordi i Eucl. Resi. scol. 1 6 . I. 
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r angolo acuto , c divergenti dall'altra dclC ottuso . II®. Se 
due perpendicolari disuguali ad una retta indefinita in- 
contrino un'altra retta , ciascuna di esse comprenderà 
con questa un angolo acuto dalla parte della perpendi- 
colare minore , ottuso dalla parte della maggiore. E que- 
ste due proposizioni non sono che due teoremi da dimo- 
strarsi , e la dimostrazione del secondo dipende da quella 
del primo , di cui è facile provare a rigore la prima par- 
te, cioè la convergenza dalla banda dell' angolo acuto , ma 
per dimostrar V altra parte si ricade necessariamente sullo 
stesso postulato 5. 

11 Clavio grandemente desidero vedere il consento del 
Nassireddin , senza che avesse potuto ottenerlo , ond' è 
che ebbe a dire , a proposito di tal dimostrazione : Id 
quod in Euclide quoda/n arabico factum eliam esse ac - 
cepi , sed nusquam facta miài est copia demonstrationem 
Ulani It geodi , etti obnixe illuni iti-rum , atque iterum , 
ab co qui eum Euclidem arahicum possidet , fingi lavi . 

Egli si diede quindi a tentar da se tal dimostrazione, nel- 
la quale credè di esser riescito in modo , ut omni dubi- 
tatone exclusa , firmum eis assensum praebere possirnus t 
parlando de' principj da lui assunti, i quali per altro ren- 
dono la sua dimostrazione più difettosa delle altre prece- 
denti . Di fatto il primo di essi, eli' è di base agli &llri f 
che però a noi basta qui il recar solo , è il seguente : 

Quella linea che ha tutti i suoi punti equidistanti da al- 
tra linea retta , eh' esiste nel piano stesso , è pur linea 
retta. Ed ognuno potrè giudicare se esso possa assumersi 
senza dimostrazione con più ragione del post. 5. 

Boberto Simson, uno degli ultimi più gran promoto- 
ri della Geometria antica , dopo di aver detto nel suo 
Euclide latino stampalo in Glascovia nel tj56 , che il 
postulato 5. di Euclide non ammette dimostratone , e di 
essersi perciò limitato a darne solamente una spiega , pre- 
valendosi per essa del comento di Proclo , cambiatosi in 
seguito di opinione, nella traduzione inglese di tal suo 
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eccellente libro , pubblicata per la prima volta in Edìin- 
Lui ge nel 1775 , propose a 1 Geometri una sua dimostra- 
zione di quel postulato , la quale deluse anche la perspi- 
cacia, e l'acume di ù gran geometra , trovandosi l'ondata 
su principj assuntizj , e sul criterio di equidistanxa , ebe 
implicitamente egli assegna alle parallele. 

Aneli' io disgraziatamente mi trovai aver fatto come 
il Simson ; giacche dopo di aver per lungo tempo rico- 
nosciuta, e sostenuta insegnando la difficoltà di riescire in 
tal dimostrazione , da doverla però ascrivere tra le cose 
pressoccliè impossibili , dopo tanti sforzi vani di geome- 
tri sommi per piu di venti secoli , sentimento che riten- 
ni pure nelle prime edizioni di questo mio Euclide , li- 
lialmente caddi nell' equivoco di credere di esservi rie- 
scilo, con aver dimostrato il primo de'tcoremi assunti dal 
INassireddiu , sebbene poi nel rimanente la mia. dimostra- 
zione procedesse diversamente da quella del geometra 
persiano , e che V ordine Euclideo delle proposizioni non 
vi si vedesse alterato. In seguito però, avendo potuto e- 
fe-iminare tale assunto con maggior attenzione che non po- 
tei prima , per causa delle grandi, e serie occupazioni di 
allora , le quali mi distraevano da' miei severi studj , ho 
ritrovato che la difficoltà stava precisamente ove credeva 
che meno ve ne fosse, cioè, come di sopra ho detto, nel- 
la seconda parte di quel teorema , da me allora lasciata 
senza dimostrazione , contentandomi di dire . » E sarà fa- 
» cile ravvisar dopo ciò come possa dimostrarsi la secon- 
» da parte del presente teorema (*). Tanto è facile ad in- 
gannarsi, quando vuoisi tentare la dimostrazione di una cosa 
vera, clic si ha l'abitudine ad usarne da gran tempo. E ciò 
potrà servir di esempio a coloro , che vorrmn dopo me o- 
*t inarsi tuttavia a rigorosamente stabilire il post. 5. di 
Euclide. 

(*) 1° dim. del post. 5. nelle edìs . 4» 5, 6, 

7 , erf 8 dtl mio Euclide , ed in quella in 4 pubblica* 
kt nel x8i8. 
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Il nostro Giannalfonso torelli , di sopra nominalo, 
non volendo ritenere il criterio Euclideo delle paralleli* , 
di' ei diede come incomprensihih* : nani , ecco come si 
esprime , extensio illa infìttila ad utramque parie w, absque 
concur.su conci pi non potest ; ncque conveniens est , ut 
a passione remo/a dijjicili , et non evidenter cognita , 
deducantur in propositione 17, 28,19 aliar passione s ma- 
gi s mnnifì star ; magi s mini comprchcnsiùilc est posse duos 
angulos alternos inler se aequales esse, quam duas recto s 
lincas in infiniturn productas ad utrasque par ics non con- 
venire , Nè sembrandoli d'altronde esatto il criterio di equi- 
distanza , prese l'altro espellente di stabilire la natura 
delle parallele dimostrando, che : se due linee rette sieno 
perpendicolari ad una stessa retta , ciascun ’ sdirà retta 
perpendicolare alt usta di esse dorrà esserlo anche alt al- 
tra ; e tutte queste tra loro uguali . Ma per tal dimostra- 
zione ebbe bisoguo di assumere come assioma, che ; Se una 
retta perpendicolare ad un ' altra , scorra con un suo e- 
stremo su questa j C altro estremo descriverà un ’ altra ret- 
ta , la qual proposizione quanto poco abbia il carattere 
di assioma, lo dimostra abbastanza la' stessa spiega eh' e 
cercò darne , per la quale fu obbligato a ricorrere ad ide< 
di moto , di equabilità del medesimo , di non vacillamen- 
to ec. , le quali cose sono tutte aliene della pura geome- 
tria. Ma per rispondere in qualche modo a quella incom- 
prensibilità , di cui ei male a proposito attacca il crite- 
rio Euclideo delle parallele della non convenienza all' in- 
finito, diremo, die non vi sarò alcuno il quale osservan- 
do , che una retta la quale passi per un dato punto, e ne 
incontri un'altra, se aggirisi dintorno ad esso, passi in Gne 
ad incontrar quella stessa a parte opposta alla prima , non 
comprenderà poi, che in siffatto movimento essa abbia do- 
vuto trovarsi in tal posizione relativa coll'altra retta , da 
non doverla incontrare prodotta dall'una, o 1' altra parte. 
E chi posto ciò non troverebbe assai piu duro il dover 
immaginare che due rette giacenti in un piano debbansi 
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sempre necessariamente incontrare ? Ecco dunque in qua- 
le strana conseguenza ha indotto lo spirito di sistema uno 
de* più distinti nostri coltivatori della Geometra. 

Nulla di preciso posso dire sul lavoro fatto a questo 
proposito dal Sig. Rarsten geometra tedesco , non essen- 
domi potuto riescirc, non ostante le ricerche più volte fat- 
tene, di aver nelle mani la sua opera intitolata Tcntamen 
novae parallelarum tkeoriae , notionc situi fondata e, pub- 
blicata in Stutgard. Ma ad ogni modo ben lunga mi sem- 
bra che sia tal trattazione del Rarsten per un argomento 
elementarissimo ; e mi spaventa non poco il sentirla fon- 
data sulle astratte , e metafisiche nozioni di sito ; ond' è 
che credo che tal lavoro non possa essere di quella utilità 
che si richiederebbe . 

Finalmente ad evitare un altro genere di equivoci nel 
presente argomento, conviene avvertire , che il Castiglio- 
ni geometra assai riputato, dopo di avere occupata 1 ’ Ac- 
cademia di Berlino esponendole , in due Memorie inseri- 
te negli Atti di questa, per gli anni 1787 e 1788, le di- 
mostrazioni del post. V. (secondo lui ass. XI.) del Pro- 
clo . del Nassireddin, e del Clavio , conchiude in fine , 
che tali geometri potevano comodamente risparmiarsi tut- 
ti questi sforzi , giacche quel principio non è necessario, 
e la dottrina Euclidea delie parallele può reggere senza di 
esso .» Pensons (ecco com'egli si esprime) que cet a x ionie 
» n* est daus le fond , que !a convèrse d’ une proposition 
» précédente . Reflechissoaf a la facilité de la déduire , 
»» an be>o in , des propositions , qui précedent le tre n lu- 
ti nieme. Kappelons nous les profondes connoissanccs qu'Eu- 
1» elide avoit cn Geometrie , et le nombre des années , 
» qui s* est ecoulé , sans qu 1 il nous soit reste quelque ré- 
ti clama tion contro cet axiome ( e ciò non è vero j per- 
ii che abbiamo da Proclo che : olitn itaque quidam quo- 
que olii , curri hoc tanquam theorema reordinassent , quod 
al Elcmentorum in su tutore ut prtitio assumptum est , de- 
monstratione di gnu ni cc nsuere ).»» Faisons toutes ce* ré- 
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m fiexions , et nous serions porte» à croire , que cc grami 
» Geometra avoìt trouve le moneti d’ éviter cct embarras. 
i» Voici comment je pcuse qu' il s’ y etoit prì» . » . Egli 
comincia dal dire , esser conseguenza manifesta della prop. 
17. Lib. 1 . che ; Se due linee rette esistenti nel medesi- 
mo piano y segate da una tersa , fanno con questa gli 
angoli interni dalle stesse parte minori di due retti , sia 
possibile che tali due rette prolungate s' incontrino da 
quella parte ove gli angoli sono minori di due retti ; men- 
tre è possibile eh' esse rappresentino parti di due lati di 
un triangolo . Dopo ciò passa a dimostrare la 29. El. 1 
cambiando solamente 1’ espressione dovranno incontrarsi 
che trovasi in tutti i codici greci di Euclide , nell' al- 
tra è possibile che $' incontrino . Ma egli , non ostante 
che accortissimo geometra , non si è avveduto , che as- 
sumeva per vero ciò che dovevasi dimostrare . Imperoc- 
ché la 17. El. I. non esclude la possibilità di due rette 
le quali segate da una terza , comprendano con essa i due 
angoli minori di due retti , senza che questi cadano nel 
caso di due angoli di un qualunque triangolo , ossia sen- 
za che le rette debbano necessariamente incontrarsi . Ma 
si è detto abbastanza sul presente argomento , pel quale 
rimandiamo chi voglia , non ostante i loro difetti, cono- 
scere le principali dimostrazioni da noi accennate , alla 
nostra Dissertazione sul Post. A r . inserita nelle edizioni 
di sopra citate . 

A’ Cor. della Phop. XXXII. 

I due Corollarj aggiunti a questa Prop. doveansi re- 
car negli Elementi , perchè non facili a rilevarsi dai gio- 
vani principianti di Geometria . Lo stesso aveva anohe 
fatto il Simson. 
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Alla Prof. XXXV. 

Il Simson, seguendo il Commandini, ed altri Geome- 
tri , Ita distinta questa dimostratone in tre casi , e sola- 
mente ha cercato di comprendere il secondo, e terso in una 
sola dimostrazione . Ma in verità tal distinzione è super- 
flua • poiché il primo caso , nel quale si suppone che il 
*/. 3}.I. parallelogrammo BCFD* abbia per un suolatola diagona- 
le 13 D dell' altro AI3CD , è conseguenza immediata della 
Prop. 34 » e gli altri due casi , cioè quelli in cui si »up- 
*/. 35.1. pone che il punto £ cada tra i punti A, D *, o pure a} 
di là del punto D nel prolungamento della AD , eh’ è il 
caso che trovasi nel testo greco , hanno identiche dimo- 
trazioni . Noi perciò abbiamo tralasciata tal distinzione. 

Al Cor. della Prop. XLV. 

Seguendo il Commandini, ed il Simson, si è aggiun- 
to a questa proposizione un corollario , del quale si ha 
bisogno principalmente nella Prop. z5. del Libro VI. 

Alla Prop. XLV1II. 

Questa Prop. è la conversa della precedente , ed è 
la sola di questa natura che si dimostri direttamente negli 
Elementi , mentre gli altri teoremi conversi dimostranti 
per assurdo , riducendosi ai rispettivi diretti (*). 


(*) Frg. la dim, della 6 . e 19 . del Libro /. 
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AL LIBRO II. 

• Alla Prop. XIII. 

Roberto Simson , seguendo V esempio che gliene ave- 
van dato, nc’loro conienti agli Elementi di Euclide, il Cora- 
ma ndi ni , cd il Clavio , ha enunciata la presente proposi- 
zione in una maniera generale, ed applicabile ad ogni spe- 
cie di triangoli , e ne ha perciò divisa la dimostrazione 
in tre casi , de' quali quello che riguarda il triangolo ret- 
tangolo c conseguenza immediata della prop. 4"* I- s c 
gli altri due , cioè quelli in cui la perpendicolare abbas- 
sata sopra un lato adjaeente all' angolo acuto cade dentro 
del triangolo, o pur fuori, potevansi comprendere in una 
sola dimostrazione , raddoppiando la figura , come noi 
abbiamo fatto. 


Alla Prop. XIV. 

Nella dimostrazione di questa proposizione , dice bene 
il Simsou, c stato da taluno inettamente interposto » se 
,, non sia BE * uguale ad ED , una di esse sa rh maggio-^/. i4*H. 
,, re { sia questa la BE , die si prolunghi in F ec. » : 
come se prolungando la minore la costruzione non potes- 
se aver luogo . Si è perciò tolta tal condizione , c detto 
solamente ,, si prolunghi la BE in F, ec. 

Alle Prop. A , B. 

Queste due prop. dovevano essere qui recate, aven- 
dotene da noi bisogno nella continuazioue del presente 
Corso di Geometria . 


iG 


Digitized by Google 



Li». 3. 468 


HOT! 


AL LIBRO III. 

— - 

Alla Def. I. 

Il Simson dopo questa definizione soggiugne : lutee 
non est definitio , sed theorema cujus veritas palei ; 4* 
enim circuii quorum quac ex ccntris tutti acquala siiti 
mutuo appliccnlur , ita ut centra eorum congruant , cou- 
gruent et ipti circuii . Ed alla Nola della Bel. io. Lib.XI. 
di nuovo dice; quae enim dicitur definitio prima li- 
bri IH. revera est theorema , in quo asseritur eos circa - 
los aequa Ics esse , quorum quac ex centri S sunt acquale 
quod quidem ex definitione circuii perspicue appart i , ideo- 
que a quodam inter definiti oncs non proprie locatimi est . 
Non enim acquatila* fi gurarum dcfinicnda est , sed dc- 
rnonst randa . Una tal proporzione c veramente una con- 
seguenza immediata della definizione del cerchio , come 
r è della definizione dell’ angolo retto il quarto postula- 
to , che perciò essa può piuttosto aversi come un Prin- 
cipio geometrico , 

Alla Def. VII. 

La presente definizione è inutile per gli Elementi di 
Geometria , ed ha dovuto esservi intrusa da qualche an- 
tico scoliasta , o amanuense j che perciò nella nostra ver- 
sione T abbiamo segnata accanto , seguendo Y esempio del 
Simson. 

Alla Prop. I. 

Tra le imputazioni date ad Euclide da alcuni mo- 
derni , per un malinteso rigore , vi è quella delle dimo- 
strazioni indirette , delle quali non è egli solo che ne ha 
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fallo uso ne' suoi Elementi ; ma ArcLimede , e tulli gli 
altri antichi Geometri . Or questi moderni rigoristi , nel 
trattar severamente Euclide hanno manifestata la loro im- 
perizia ; poiché non hanno avvertito , che vi sono alcune 
cose , le quali non possono in altra maniera dimostrar- 
si . Al qual proposito il Signor d' Alembert giudiziosamen- 
te dice . ,, Le dimostrazioni che si possono impiegare in 
„ Geometria sono di due specie, dirette , o indirette. Le 
,, prime si deducono immediatamente dalla nozione sles- 
,, sa del soggetto, del quale si vuole stabilire qualche pro- 
,, prietà , e sono quelle che debbonsi impiegare in pre- 
„ ferenza ; perché illuminano nel tempo stesso , che con- 
„ vincono . Ma se il numero delle nostre conoscenze oer- 
,, te è piccolissimo ; quello delle nostre conoscenze dirette 
» rè ancor più ristretto . Noi ignoriamo per rapporto ad 
„ un gran numero di oggetti quello eh' essi sono , e quello 
,, che non sono , e per molli altri non ne abbiamo die 
,, idee negative , cioè a dire , possiamo meglio sapere 
„ quello che non sono , che quello che sono • e possia- 
,, ino chiamarci ancora felici , nella nostra indigenza , 

,, di possedere questa conoscenza imperfetta, e monca, che 
,, non è che una maniera più dolce di essere ignoranti. 

,, Or in tutti questi casi si è nell' obbligo di ricorrere 
,, alle dimostrazioni indirette ,, (*) . Ed il Montucla 
anch'egli conlutando costoro , dice che.* ,, vi sono sen- 
,, za dubbio talune proposizioni , le quali non possono es- 
,, ser dimostrate, che in questa maniera «. Ma se il d'Alcm- 
bert ha voluto ciò comprovare con un ragionamento astratto, 
ed appartenente ad ogni genere di verità, e die il Montu- 
i la si è contentato di stabilirlo come massima nelle ricerche 
geometriche, il Simson da profondo geometra ha voluto di- 
mostrarlo col seguente ragionamento applicato alla prop. i . 


(•) Elémens de Philosophie — XV. Géométrie. 
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del Libro III. di Euclide , che in venti» è un esempio 
evidentissimo per comprovare ciò che si è detto . Ecco 
quello eh' ei dice: ,, Non si può dimostrar direttamente 
li la prima del Lib. III. di Euclide ; poiché oltre la de- 
li finizione del cerchio , non v' ha su questa figura prin- 
»> cipio alcuno , da cui si possa dedurre tal dimosirazio- 
» ne in qualunque modo; e perciò è necessario, che si 
» dimostri essere il punto assegnato per costruzione il cen- 
ti tro del cerchio, fondandosi solamente sulla definizione, 
» e sulle proposizioni già dimostrate. Or poiché in tal 
m dimostrazione bisogna far uso della veri té , che: le li- 
ti nce rette tirate dal centro alla cii conferenza sono ugua- 
li li tra loro ; e non é lecito di assumere , che il punto 
n ritrovato per costruzione sia il centro , perché questo 
» per l'appunto dee dimostrarsi : è manifesto perciò , che 
» debba assumersi un altro punto come centro ; e se da 
» questo assunto segue qualche assurdo , come di fatto di- 
ti mostra Euclide , che segue , allora ne risulta , che il 
» punto preso non è il centro. E siccome tal punto si è 
n preso ad arbitrio ; perciò nessun altro , oltre quello 
it che per costruzione si é ritrovato , potrà essere il cen- 
ti irò . E da ciò ( conchiude il Simson ) si rileva la ne- 
ll cessi tà della dimostrazione indiretta , o sia per assui- 
t> do « Noi però in altro luogo di quelle Note stabili- 
remo con nuovi argomenti la necessità di siffatta maniera 
di dimostrare (*). 

Al Cor. della Prop. I. 

Questo corollario, che da taluni geometri , talché il 
Yiviaui, si e aggiunto alla presente proposizione, serve be- 
nissimo ad abbreviare il ragionamento di talune che se- 
guono . 

(*) y Itt Noi. alla Prop. 2. Lib, XI I. 
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Alla Prop. IX. 

Questa proposi ti onc ha nel testo greco due dimo- 
strazioni diverse ) la prima diretta , e quella dell* Ahttr 
indiretta . Noi abbiamo perferita in questi Elementi la se- 
conda di esse) poiché mostrava un’applicazione della prop. 7, 
die altrimenti avrebbe fatta interruzione alla catena geo- 
metrica ; ed anche perchè piu breve della diretta , che ora 
qui rechiamo . Anche il Simson area fatto lo stesso nel 
suo Euclide. 

Sia il cerchio ABC * dentro del quale prendasi il pun-y. 1. N, 
io D , donde cadano alla ciroonferenza più di due linee 
rette uguali , come le DA , DB , DC ; dico il punto D 
essere il centro del cerchio ABC. 

Giungansi le AB , BC , che si dividano per metà 
ne’ punti E , F, ed unite le ED , DF , si prolunghino 
fino ai punti K , G , L , H . Ed essendo la AE uguale 
alla EB , e comune la ED : saranno le due AE , ED u- 
guali alle due BE , ED ; è pure la base DA uguale alla 
base DB ; adunque T angolo AED sarà uguale all' angolo 
BED ; e perciò ciascun di essi sarà retto . Laonde la GK. 
sega la AB per metà , e gli è perpendicolare . Or se nel 
cerchio una qualdie linea retta segando un’ altra , gli è 
perpendicolare , in quella segante dee trovarsi il centro del 
cerchio * ; perciò il oentro del cerchio ABC si troverà" 3 . HI. 
nella GK. Per la stessa ragione dee esso trovarsi nella 
HL : e queste due linee rette non hanno altro punto di 
comune, se non il punto D . Quindi D è il centro del 
cerchio ABC, — C>B.D. 

Alla Prop. X. 

Anche per questa proposizione abbiamo ne' nostri 
Elementi preferita quella compresa nell’ Alilcr del testo 
di Euclide , e non già Li prima , che per altro era an- 
eli’ essa indiretta j e ciò ad oggetto di connetterla con la 



NOTE 



pire infante ; ed anche per la brevità della dimostrazione 
dell* Ah ter in paragone dell'altra che ora qui rechiamo. 
Cosi pure avea latto il Simson. 

* J i. JV. Se può avvenire la circonferenza ABC • intersechi T al- 
tra DEF in piu di due punti , come mi B , G ,F, H , e 
giunte le BG , BH , si dividano per metà in L , K, e 
«la questi punti tirinsi ad esse 11G , LUI le perpendico- 
lari KC , Lllf*, che si prolunghino fino ai punti A, K. 
E poiché la linea retta AC , nel cerchio ABC , divide Tal- 
Ma linea retta BH per molli, e ad angoli retti ; dovrà in 
questa AC ritrovarsi il centro del cerchio ABC . Di nuo- 
vo , perche nel medesimo cerchio ABC la linea retta 
i\\ divide l'altra BG per metà , c ad angoli retti • |H#r- 
c iò in quella XX dovrà esistere il centro del cerchio; e 
si è dimostrato che doveva tal centro ritrovarsi anche 
nella AC; e questa , e la ietta XX non convengono in 
altro punto, che in O. Adunque O è il centro del cer- 
chio ABC . Similmente dimostreremo essere il punto O 
anche il centro del cerchio 1)F.F . Quindi due cerchi che 
*' in ter segano avrebbero lo stesso centro ; che non può es- 
sere. Che perciò una circonferenza di cerchio non inlmrga 
un altra circonferenza in piu di due punti . — C. li. I) . 

Alla Frop. XV. 

Ad imitazione del Simson abbiamo aggiunta a questa 
proposizione la conversi» della seconda parte di essa , ove 
si dice nell’ enunciazione : e quella eh ' è maggiore sarà 
più eieina al centro che la minore , supplendovi la di- 
mostrazione . E con ragione il Simson ha latto tal cam- 
biamento nel testo, per rendere questa proposizione um- 
idirne alla precedente con cui è strettamente connessa , e 
nella quale Euclide avea data T enunciazione, e la dimo- 
strazione della diretta, e della conversa. 

In quanto poi alla dimostrazione della prima parie 
della proposizione i5. , ci siamo attenuti anche alla ma- 
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uicra del Sirnson , avendo evitato d’ introdurre , come si 
trova nel testo di Euclide, e presso gli altri espositori , 
un'altra linea rotta perpendicolare alla EK. *, ed a di-*/!i5.III. 
stanza dal centro uguale alla EH, la quale risultava ugua- 
le alla BC • , per intermezzo onde provare che il diame- 
tro AD era maggiore di BC. 

Alla Prop. XVI. 

In questa proposizione si è reso dal testo greco il vero 
senso delia medesima, senza aver fatta menzione dell' an- 
golo del semicerchio, e di quello che alcuni concepiscono 
contenersi dalla circonferenza, c dalla tangente, dei quali 
angoli Clavio, Pellet ier, ed altri moderni molto disputaro- 
no tra loro , e da essi dedussero maravigli osi paradossi , 
a verun de' quali è di fondamento 1' enunciazione da noi 
rapportata . Similmente nulla dicemmo dell’ angolo del 
segmento maggiore , o del minore nella prop. 3i. di que- 
sto Libro ; ma abbiamo enunciato il senso della proposi- 
zione , senza quelle parti di essa , clic Libino potrebbe giu- 
stamente sospettare clic fossero adulterine , come afferma 
il Vieta nella pag. 386: delle sue Opere Matematiche . 

Alla Prop. XVII. 

A questa proposizione si è aggiunto il caso in cui il 
punto dato , donde si vuol tirare la tangente , si suppo- 
ne essere nella circonferenza del cerchio • il qual caso , 
sebbene facile , non dovea però tralasciarsi , poiché di esso 
Euclide spesso là uso nel Lib. IV. 

Alla Prop. XXL 

Nel testo greco non si trova dimostrato , che quel 
solo caso di questa proposizione , in cui si suppone che 
il segmento sia maggiore del semicerchio j vi mancava 
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dunque la dimostrazione nel caso che lai segmento fo>- 
se semicerchio, o minore del semicerchio, cioè non mag- 
giore del semicerchio ; e questa si è dal Simson, e da noi 
supplita , derivandola in una maniera semplicissima da 
quella del primo caso . 

Alle Prop. XXIII. e XXIV. 

IH- Nella prop.XXIV. si dimostra, che il segmento ÀEB* 
non possa non combaciare col segmento CFD, e mutar sito 
in modo, che le loro circonferenze s' in tersegli* no • perchè 
altrimenti si dice »» un cerchio segherebbe un altro cerchio 
in piu di due punti u. Il Simson con ragione osserva, che 
ciò dovea dimostrarsi impossibile nella a3, nella quale si 
era solamente dimostrato impossibile , che V un segmento 
potesse comprendersi nell'altro ; e non già nella *4 1® cu > 
dimostrazione risulta immantinente dalla i3. Egli dunque 
togliendo tal passaggio dalla ?4- 1° l ja riposto nel suo pro- 
prio luogo nella a3. • e noi abbiamo fatto lo stesso . An- 
che il Clavio vide , che nella a3 vi bisognava dimostrare 
la condizione , che le circonferenze di quei due segmenti 
non potevano interrogarsi , c supplì lai dimostrazione ; ma 
egli poi fuor di proposito stimò necessario d’ includerla 
anche nella a4- , ove no fece di più un caso a parte . 

Dal giù detto risulta , che il testo greco ha dovuto 
essere in queste due proposizioni enormemente alterato . 

Alla Prop. XXV. 

Quesla proposizione si’ trova nel testo greco divisa 
in tre casi, due de'quali hanno la stessa costruzione, e di- 
mostrazione j ed è perciò che l'abbiamo divisa in due soli. 

Alla Prop. XXXII. 

Nell* enunciazione di questa proposizione vi si trov* 
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nel lesto greco aggiunto : et insuper mnjoris qui de m por- 
ti onit <m gulu s recto major est , mìnoris vero pontoni s un- 
gulus recto minor ; mentre di tali angoli alcuna menzione 
non se n'è mai fatta ; ulte però noi , ad imitazione del Simson 
« di altri, abbiamo tralasciata questa soggiunta come adul- 
terina ; e solamente ci siamo determinati a fare una bre- 
ve soggiunta, dopo terminata la dimostrazione di tal pro- 
posizione, dove comincia ; Inoltre è manifesto , ec., che, 
dice bene il Simson , è la sola maniera d’ intendere ciò 
die nell’ enunciazione si era aggiunto nel testo. 

Alla Piop. XXXIII. 

Anche questa proposizione si trova divisa nel testo 
greco in tre casi , due de' quali , quello cioè nel quale 
1' angolo dato si suppone acuto, e l'altro in cui si pren- 
de per ottuso , hanno del tutto la stessa costruzione, e 
dimostrazione ; perciò noi abbiamo tralasciata come super- 
flua la distinzione di questi due casi , che abbiamo com- 
presi in un solo, in cui abbiamo detto.»» Che se poi l'an- 
golo dato non è retto « . Inoltre la dimostrazione del ca- 
so nel quale 1' angolo dato è retto , anche per imperizia, 
ha dovuto esser cambiata in un' altra inelegante, e piena 
d'inutili passaggi ; che perciò con Già v io, e Simson l'ab- 
bidiuo restituita nella sua forma genuina . 

Alla Prop. XXXV. 

Siccome le proposizioni a5. e 33. erano state divi- 
se in più casi , così , dice bene il Simson , questa si era 
divisa in minor numero di casi che faceva bisogno . Nè 
può sospettarsi eli' Euclide gli abbia tralasciati per la loro 
semplicità \ poiché diede il piu facile di essi , cioè quello 
ned quale si suppone , che le due lince rette »' interseglii- 
no nel centro ; e poi nella seguente prop. 36. dimostra 
anche separatamente il caso «empiici*» imo , nel quale la 
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Arganti' ti suppone passar per lo centro . Par dunque die 
Teone, o qualche altro tra gli antichi gli abbia tolti per bre- 
vità j il che non dee afTatlo aver luogo in un libro ele- 
mentare . E perciò, che abbiamo restituiti i casi tralascia- 
ti , come gli offrono le versioni dall' Arabo . 

Alla Paoe. XXXVII. 

In fine di questa proposizione si sono cancellate le 
i> parole similmente si dimostrerà , se il centro sia nella 
•/37.UI.» AC*n come per ignoranza aggiunte da qualche editore. 
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AL LIBRO IV. 

' Aiti Paoz. IV. 

la questa prop., come pure nella 8 e i3 del presente Li- 
bro , si dimostra per assurdo , che il cerchio tocchi le linee 
rette tirate, per costruzione perpendicolari a’ suoi raggi , 
mentre lo stesso si dimostra direttamente nelle prop. 17, 33 
e 37. Lib- 111. Abbiamo dunque in quelle prop. seguila la 
stessa via, anche perchè più breve. 

Alla Paor. V. 

Il Simson ridette bene , che la dimostrazione di questa 
prop. sia stata da taluno viziata ; poiché non vi si dimostra, 
che la linee rette lo quali dividono per melò, e ad angoli ret- 
ti i lati del triangolo convengano tra loro ; e poi fuor di pro- 
posito si divide in tre casi , mentre per essi ha luogo una 
stessa costruzione, e dimostrazione, come osservò anche Cam- 
pano . Abbiamo dunque supplita la parte omessa della di- 
mostrazione , in maniera più semplice di quella tenuta dal 
Simson , ed abbiamo tralasciata la distinzione in casi diversi, 
come inutili ripetizioni. 

Che poi tal prop. sia stata viziata nel testo , lo mo- 
stra ancora il corollario di essa, nel quale si fa menzione 
di un angolo dato, che non v' ha nulla che fare. 

Alla P*op. X. 

£ Escila il rilevare da questo problema, che l’angolo 
BAD* sia il quinto di due retti, o due quinti di un rcltoj'/.io.IV. 
clic perciò essendo esso ad un retto intorno al centro A , 
come l'arco BD al quadrante*, ed a due retti come l'arco BD*33. VI. 
alla semicirconferenza -, l’arco BD risulterò la quinta par- 
te della semicirconferenza , e perciò il decimo dell’ intera 
circonferenza : laonde la corda BD sarò il lato del decagono 
regolare iscrittibile nel cerchio BED . Ma essa BD è aguale ad 
AC . Adunque * chiaro che : Se il raggio di un cerchio divi- 
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dosi in estrema^ e media ragione ; il maggior segmento sarà 
il lato del decagono regolare iscriuibilc in esso cerchio . 

Alle Prop. XII. e XIV. 

Balle prop. la. i 3 . e i4* ** può rilevare , che la stessa 
costruzione abbia luogo, qualunque sia il poligono regolare da 
circoscriversi al cerchio, come pure per iscrivere e circoscri- 
vere ad ua qualunque poligono regolare il cerchio ; ond’è eh* 
Euclide ha tralasciate tali ricerche per l’esagono, e *1 quinde- 
cagono regolare, di cui ha dato la semplice iscrizione nel cer- 
chio , nelle prop. i 5 c 16, essendosi limitato ad accennare il 
quassù da noi detto , nel cor. alla prop. i 5 . ed in line della 
prop. 1 6. 

Nell* Euclide del Campano , versione , coma più volte 
si c dello, falla dall’arabo, si trova dimostrato nella prop. i 3 , 
clic : le rette le quali dividono per metà due angoli 
del pentagono regolare debbano convenire in un punto 
dentro la figura • e tal dimostrazione vien poi citata nella 
prop. 14. Or ciò al certo vi c stato supplito inutilmen- 
te : poiché V incontrarsi di tali rette , risulta da che cia- 
scuna metà degli angoli divisi è meno del retto . Che poi 
un tale incontro avvenga dentro la figura , si rileva y dal- 
la stessa dimostrazione di Euclide , nella quale s* incomin- 
cia dal provare , che le congiungenti quel punto Rincon- 
tro co' vertici degli altri angoli del pentagono dividono per 
metà ancor questi . 

Alle Prop. XV. b XVI. 

Nel cor. della i 5 . vi mancano nel testo le parole e- 
quilatero , ed equiangolo ; c nella 1 6 si troTa cerchio in- 
vece di circonjerensa , dove dice: Quorum j gì tur par - 
y16.IV.fmm est ABCD c irculus ec, * 

Allò icol. della Prop. XVI. 

Ciò che uoi abbiamo recato in questo scolio , trovai» 
uel testo greco annesso alla dimostrazione della prop. ia 
fine , non avendovi alcun rapporto : siccome però era ne- 
cessario a notarsi , lo abbiamo fatto nel soprascritto modo. 
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— «■ « 

Alla Dep. III. 

Senza discettare sulle opinioni che tanti geometri hanno 
avute di questa definizione, daremo su di essa un nostro co* 
mento. >* La ragione è un certo rapporto scambievole di due 
»» grandezze dello stesso genere , secondo la quantità ». Di- 
cendosi è un certo rapporto scambievole , si dee inten- 
dere , che potendo indistintamente paragonarsi 1' una di 
esse all’ altra , o questa alla prima , non debba chiamar- 
si ragione , che un solo di questi rapporti per volta . 
L 1 aggiunto secondo la quantità è stato male interpetrato 
anche da geometri sommi. Si è creduto che fosse questo 
un 1 affezione della ragione , e quindi che bisognasse una 
definizione particolare per la voce quantità , e per que- 
sta definizione quanti errori geometrici si fieno commessi 
sarebbe troppo lungo il dirlo . Sì riscontri su tal propo- 
sito la Nota alla definizione della ragion composta . La 
voce quantità non è relativa alla ragione , ma a' termini 
che la rappresentano ; ed Euclide , o il geometra qua- 
lunque siasi che ha fatta tal definizione , ha voluto signi- 
ficare con quell 1 aggiunto , che le grandezze dovevano 
paragonarsi semplicemente come grandezze , senza tener 
conto uè della loro specie , nè del loro sito , o di altra 
qualunque affezione che potesse competerle $ e'1 Coturnati- 
dini di fatto aveva ciò adombrato nel suo comento a tal 
definizione col dire , al proposito del quatenus ad quan - 
ti totem pertinet — Vide non potius di cium sii , ut i/i- 
telligatur proportio , qvae in quantitaie , non item ea , quae 
in aeslimatione consistit. 

Anche il Gregory ha preso un equivoco a questo propo- 
sito , quando ha detto , che doveva invece di quantitatem 
dirsi quantiiplicitatcm ; poiché in tal caso non si defili- 
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rebbe che la sola ragione multi pi ice , il che rendei ebbe 
particolare tal definizione : e poi non sarebbe essa adatta- 
bile , che alle sole quantità commensurabili tra loro . 

Alla. De p. IV. 

Con questa definizione Euclide voleva stabilire con 
caratteri universali la natura delle quantità omogenee , tra 
le quali solamente può aversi rapporto ; e noi dopo aver 
seguita la definizione Euclidea, abbiamo specificato il con- 
cetto di essa col dire : Tali grandette, ec. 

Alle Def. V. E VII. 

La definizione di un soggetto geometrico , dice bene 
il Galilei (*) , dee aggirarsi nell' esposizione di una delle 
passioni di esso , che sia però la più facile di tutte , e 
quella per appunto , che si stimi la più intelligibile , an- 
che dal volgo non introdotto nelle Matematiche . Euclide 
stesso cosi ha fatto in molti luoghi . Sovvengavi ch'egli non 
disse il cerchio essere una figura piana , dentro la quale 
lutti i quadrilateri abbiano gli angoli opposti uguali a due 
retti. Quaudo anche cosi avesse detto, sarebbe stata buona 
definizione. Ma mentre egli sapeva un 1 altra passione del 
cerchio più intelligibile della precedente , e più facile a 
formarsene concetto : chi non si accorge , eh* egli fece 
assai meglio a mettere avanti quella più chiara e più evi- 
dente, come definizione , per ricavar poi da essa le altre 
più recondite , e dimostrarle come conclusioni. È secon- 
do questi principii , che dobbiamo mettere ad esame la 
definizione 5. del Lib. V. 

Suppongasi dunque , come lo suppose Euclide men- 
tre le definì, che le grandezze proporzionali si trovino , 
cioè che date in qualunque modo quattro grandezze , 

(*) Principio della quinta giornata. 
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quella ragione , o quel rispetto , o quella relazione di 
quantità, che ha la prima verso la seconda, la stc»:.a 
possa avere una terza verso una quarta; e sieoo A , B , 
C, D queste quattro grandezze proporzionali , cioè come 
A a B, cos'i stia C a D ; l’idea clic ciascuno si ha forma- 
ta della ragione dalla def. 3, gli farli subito vedere, che 
tali ragioni essendo uguali, non potrà essere a meno, che 
le due quantità A , C che si paragonano , sieno minori, o 
uguali , o maggiori rispettivamente di quelle a cui si pa- 
ragonano , cioè delle B , D. 

Or essendo A a B, come C a I) ; si vede chiaramen- 
te , che il doppio di A debba anche serbare a B la stessa 
ragione che il doppio di C a D ; poiché ciascuna di que- 
ste nuove ragioni è doppia di ciascuna delle proposte, che 
supponevansi uguali. Similmeule, clic il triplo di ^deb- 
ba serbare a B la stessa ragione che il triplo di C a D ; 
e cosi pure che il quadruplo di A, il quintuplo, re. deb- 
ba avere a B la stessa ragione che il quadruplo , il quin- 
tuplo, ec. di C a V : cioè in generale, che n.A stia a /?, 
come n.C a D ; dinotando coti n.A ed n.C due ugual- 
mente multiplici qualunque di A e di C . 

Or essendo n.A : B :: n.C : D , si potrà conchiudere 
con la stessa induzione di poc'anzi , che stia n.A : m.B :: 
n.C : m.Dy dinotando con m.B, ftl m.Z) due qualsi vogliano 
altri ugualmente multiplici di B c di D : perciò di nuovo 
le n.A , n.C si dovranno accordare in esser minori , o u- 
guali, o maggiori delle m.B, rn.D. Adunque la definizio- 
ne 1 . del Lib, V. conterrà una delle piu chiare alVcziotii 
delle ragioni uguali . 

Ma potrebbe dirsi da taluno , I* essersi provato che 
questa affezione competa alle ragioni uguali, non esclude 
die possa anche appartenere alle disuguali . Or noi di- 
ciamo, che sebbene Euclide nella defili. 7 . abbia assunto 
per vero, che il carattere delle ragioni uguali non possa 
competere alle disuguali , non per questo può dirsi che 
ci abbia data una dotti ina inesatta delle ragioui u- 
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guati, e disuguali • perciocché egli stesso fa vedere nella 
prop. 8, come essendo disuguali due ragioni , si può sem- 
pre trovare quel caso, nel quale questa proprietà inalte- 
rabile delle ragioni uguali non ha luogo per esse. Final- 
mente potrà dirsi ; Euclide in quella prop. 8. dimostra 
la possibilità del concetto da lui assunto nella definizio- 
ne 7. supponendo che le due ragioni abbiano un conse- 
guente comune? Ma ciò non deroga alla generalità del 
concetto : mentre se stia A a B in maggior ragione 
di C a B , c che quindi si verifichi il concetto di Eu- 
clide, niente impedisce, diesi supponga essere C a B co- 
me M ad N \ e dovendosi poi in tal caso avverare , per 
la def. 5 , che se un multiplice di C è minore , o ugua- 
le a quello di B , 1* ugualmente multiplice di M debba 
aneli' essere minore , o uguale a quello di IV j ne segue 
perciò , che il multiplice di A superando quello di B , 
V ugualmente multiplice di AI non superi quello di JV ; il 
che è conforme a ciò che si era stabilito da Euclide. 

Dopo tutto quello che si è detto , e che può aversi 
come un bastante comento alla def. 5 del Lib. V ; ecco- 
li!* anche un altro per coloro, che credendola o$cura I' han- 
no sbandila da’ loro libri , con poco buon senso geome- 
trico , sostituendovi I' altra volgare, ed impropria, perchè 
particolare , fondata sul principio di ugual continenza , 
eh' Euclide aveva aneli' egli con assai piu precisione die 
quelli non fanno , assegnato nel libro VII , per carattere 
dell' uguaglianza delle ragioni tra numeri, ai quali sta 
Lene adattato . Una tal definizione secondo Euclide è la 
seguente:» Numeii proporzionili sono, quando il primo del 
» secondo , ed il terzo del quaito fossero o ugualmente 
>• raulliplici , o la stessa parte, o le stesse paiti(*). 

Or noi nel seguente teorema mostreremo a costoro , 
che il criterio delie ragioni uguali che si assegna 10 que- 

(*; Def ao. Lib. VII. 
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sta definizione , sia identica a quello della def. 5. del 
Lib. V., di tal che, poste quattro grandezze proporzionali 
secondo la def. ao. del Lib. VII., esse risultino anche tali 
per U def. 5. del Lib. V. 

Teorema. 

Steno A , B , C , D quattro grandette tali , che A 
sia ugualmente multi plicr , o la stessa porte , o le stes- 
se parti di B , che C di D : dico che gli ugualmente 
multi pii ci di A , C debbano accordarsi in esser maggio- 
ri , uguali , o minori di qualsivogliano altri ugualmente 
multi pii ci di B y D . 

AB CD 

E G FU 

Cas. t. Suppongasi primieramente A tanto multi* 
plico di B y quanto C di D , e sieno E , F gli ugual* 
mente mulliplici di Ay C , c £, Il qualsivogliano al* 
tri ugualmente mulliplici di B , D . E perchè E , F 
sono ugualmente mulliplici di A , C , e queste lo sono , 
per supposizione , di B y D \ saranno E , F anche u* 
gualmente mulliplici di B , D . Adunque se E sia un 
maggior multiplice di B , che G della stessa B , dovili 
anche F essere un maggior multiplice di D , che II di 
D stessa * vai quanto dire , che se E fosse maggiore di 
G , sarebbe F maggiore di H . E similmente se D fosse 
uguale a G , o pur minore , si dimostrerebbe che F sa* 
rebbe uguale , o minore di II ♦ 

Cas. a. Suppongasi ora , che A sia quella stessa par- 
te di B , che C T è di D , saranno al contrario le B , 
D ugualmente multiplici delle A , C ; e la dimostrano* 
ue procederà in questo caso , come uel precedente . 


*7 
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E 

G 

F 
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Cas. 3. Che se le B , D si suppongano essere le stesse 
parti delle A , C pongasi essere b una parte di A , e a 
la stessa parte di C ; e sieno inoltre , come nel primo 
caso , E , F gli ugualmente multiplici di A , C y e G , // 
quelli di B y D. E poiché E , F sono ugualmente multi- 
plici di A , C , ed A , C lo sono di h , d , saranno anche 
* 3. V. E , E ugualmente multiplici di b , d * . Similmente per- 
chè C , H sono ugualmente multiplici di B , D , e B , 
lì lo sono di b y dy mentre b , </ sono la stessa parte di 
, C, e B , D ne sono le stesse parti ; saranno G , li 
anche ugualmente multiplici di by d . Adunque di b , d 
ne sono ugualmente multiplici non solamente E , ma 
anche £, //: che perciò se E sia un maggior multipli- 
ce di b y che G ; dovrà anche F essere un maggior multi- 
plice di dy che 1I\ vai quanto dire, che se E fosse mag- 
giore di G y F lo sarebbe di //. E cos'i pure si dimostre- 
rà , che se E fosse uguale , o minore di G , anche F sa- 
rebbe uguale, o minore di H . 

Che se si fosse supposto , al contrario , che le A , C 
sieuo le stesse parti delle li , 1) • la dimostrazione si sa- 
lebbe fatta come la poc'anzi recata nel caso 3. 

Laonde resta dimostrato il proposto teorema creduto 
difficile a dimostrarsi da molti cementatori d» Euclide . 

Alla Def. Vili. 

Il Campano, e ’1 Commaudini si valsero della voce 
proporti one , per dinotare ciò che ordinariamente dagli 
altri , ed ora da tutti , dicesi ragione * che però ritenne- 
ro la stessa voce greca di analogia per 1* uguaglianza , o 
piuttosto similitudine, come il testo greco ed essi diceva- 
no, delle ragioni ( proporzioni ). E forse questa maniera 
di esprimere 1' una , c l ultra di l$Ji nozioni sarebbe stata 
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più propria , non essendovi alcuna corrispondenza tra la 
voce ragione , e 1' idea di rapporto , a meno che que- 
sta por convenzione non si stabilisca ; mentre al contrario 
la voce proporzione , risveglia subito l’idea di rapporto: 
ma P uso essendo prevalso per quella voce , serbando 
questa in luogo di analogia , noi abbiamo dovuto ritenerla. 

Alla Def. XI. 

Per rendere più chiara ed anche più generale , P e- 
nunciazione di questa definizione, abbiamo dovuto un poco 
allontanarci dal testo. Avvertasi pure, che il Commaudini 
non traduce bene , nelle def. io ed u, le voci greche del 
testo, per duplarn , triplarn , mentre corrispondono a du- 
plicatam , triplicatimi , come trovasi nella versione del 
Campano, e degli altri che V hanno seguita. 

Alla Def. A. 

Dopo la definizione della ragione duplicala , e della 
triplicata bisognava porvi , come mi proprio suo luogo , 
dice bene il Simson , la defiuiziune della ragione compo- 
sta , della quale quelle ne sono alcune specie ; anche per- 
chè Euclide dimostra nelle proposizioni aa. , c a3. del 
Libro V. una principale affezione della ragion composta , 
cioè die : Se le ragioni , che nc compongono una , sit uo 
uguali rispettivamente a quelle che nc compongono un' al- 
tra ; le composte saranno pure uguali . Teone senza dub- 
bio tolse tal definizione da questo luogo , che l’era pro- 
prio , e trasportandola Ira le definizioni del Libro VI. f 
vi sostituì quella che ordinariamente c la quinta di tal 
Libro, e eh’ c interamente inutile , od assurda. Tal defi- 
nizione , secondo la versione del Commandini , è la se- 
guente : Una ragione si dice composta da più ragioni f 
quando la quantità sua è formata dal prodotto delle quan- 
tità delle ragioni chela compongono. 11 Waliis alla voce 
quantità sostituì quella di rsponcntc j ma ici qualunque 
mmiso si preudano le parole quantità , o esponente di rtj- 
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gionc , eJ il loro prodotto , la definizione sarò sempre a- 
geometrica , ed inutile . Imperocché nessuna multiplica- 
«ione vi può essere , se non per numeri . La quantità 
poi , o T esponente di ragione , come 1* interpetra Euto- 
cie nel suo contento alla prop. 4< del Lib. IL di Archi- 
mede sulla Sfera e sul Cilindro , è quel numero , che si 
ottiene dividendo 1* antecedente per lo conseguente} e que- 
sta maniera d’ intenderla c stala adottata da' moderni . 
Or vi sono molte ragioni, nelle quali nessun numero può 
ottenersi dalla divisione dell' antecedente per Io conseguen- 
te , come , per esempio, la ragione della diagonale del qua- 
drato al lato di esso, ed altre, che han luogo tra grandez- 
ze incommensurabili , le quantità delle quali non possono 
mai ottenersi per numeri (*), se pur non si voglia ricor- 
rere ad approssimazioni, ed infinitesimi ; che sono cose dal 
rigore della Geometria Elementare interamente aliene. Teo- 
rie di fatto , Eutocia , e Vitellione , quando hanno voluto 
dimostrare il concetto da essi adottato nella loro defini- 
zione , hanno dovuto ricorrere alla delìnizione di Eucli- 
de , ed assegnare ai termini che formavano le ragioni , 
di’ essi volevano comporre , uu valore discreto . Queste 
loro dimostrazioni si potranno riscontrare presso Clavio 
ne' cementi alla def. 5. Lib. VI. 

Si potrò anche rilevare , esser supposta la defini- 
zione di cui si parla, se paragonisi la def. 5. Lib. Vi. 
con la prop. 5. Lib. Vili. Imperocché in questa pro- 
posizione si dimostra , che un numero piano i cui lati 
sono C, D serbi ad un altro numero piano i cui lati sie- 
no E , F una ragione composta dalle ragioui di C ad 
E , e di D ad F, cioè dalle ragioni de' lati . Or la ra- 
gione composta da quelle di C ad E , c di D ad F , 
perla def. 5. Lib. VI., e secondo la spiega che ne danno 
luti' i comcntatori , è la ragione del numero , che si ct- 


(*) F ed. la prop. i3 lib. XI 11. 
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tiene moltiplicando gli antecedenti C, D al numero , che 
nasce dalla muhiplicazione de’ conseguenti E , F t vale a 
dire, la ragione del numero piano i cui luti sono C , D 
all' altro i cui lati sono E , F. Adunque tal prop. 5. 
Lib. Vili, coincide con la def. 5. Lib. VI: perciò in uno 
de' luoghi è superflua ; poiché sarebbe assurdo il porre per 
definizione ciò che si dee poi dimostrare . Or non v' ha 
dubbio, che la prop. 5. Lib. Vili, debba aver luogo negli 
Elementi j poiché in essa si dimostra po’ numeri piaui lo 
stesso , che nella prop. a3. Lib. VI. si dimostrò de’ pa- 
rallelogrammi equiangoli : perciò la def. 5. Lib. VI. non 
dee avervi luogo. E quest'ultimo argomento del Simson c 
assai concludente per provare, che la def. 5. Lib. VI. non 
sia stata posta negli Elementi da Euclide, ma da Teonc . 

Inoltre di una tal definizione non s 1 incontra vesti- 
gio presso Archimede, Apollonio , e gli altri antichi, i 
quali spesso fanno uso della ragion composta: e presso lo 
stesso Euclide nella prop. a3. Lib. VI. , nella quale la 
prima volta si fa menzione della ragion composta , non 
si trova nè anche applicata la definizione di Teone j clic 
anzi Euclide esplicitamente si serve di quella da noi rap- 
portata (*). Nè si può dubitare, ebe sia stato Teone co- 
lui , che la introdusse negli Elementi, invece della genui- 
na definizione data da Euclide ; poiché egli tal quale la 
recò ancora ne’ suoi contentar j all* dimagrilo di Tolo- 
meo , ove diede di essa una spiegazione puerile , perchè 
conveniente, come abbiamo poc'anzi detto, a quelle sole 
ragioni , che possono esibirsi in numeri . Di piu Cam- 
pano , che si servì per la sua versione di codici Arabi , 
non riconosce definizione ; e Clavio ne' suoi cotnenta- 
rj alla def. 5. Lib. VI. giudicò rettamente, die la defi- 
nizione della ragion composta forse fu fatta nel modo stes- 
so , che quella delle ragioni duplicata , c triplicala . Un 
geometra Inglese , Edmund Scailurgli , nel tuo Eu- 

(*) V rg, lui prop. , c la Rota corrispondente * 
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elide alle pag. i38 c 1 G 6 manifestamente afferma , clie 
la dcf. 5. del Lib. V 1. sia supposta , e clic la vera de- 
li ni none della ragion composta si contenga nella def. io 
del Lib. Y. Con tutto ciò fa maraviglia come egli , ed 
altri moderni abbiano ritenuta la definizione di Teoue , 
illustrandola con immensi comcntarj ■ mentre avrebbero 
dovuto interamente sbandirla dagli Elementi . 

Nel codice di cui si è servilo il Sig. Peyrard man- 
cava tal definizione, die perciò egli l'ha giudicala inuti- 
le, nel che è stato appoggiato da' Signori JProny , e De- 
lambre nel loro rapporto all* Istituto di Francia y i quali 
dichiarandosi a favore del Peyrard, manifestamente hanno 
detto, che » la miglior ragioue perciò fare ( cioè di tra- 
w lasciarla ) si era , perchè essa è presso a poco inutile , 
w e che non è molto corretta « . Ma qual geometra po- 
trà mai giudicare inutile la definizione della ragion com- 
posta , della quale il traduttore francese si prevale poi , 
come Euclide , nelle proposizioni ove se ne ha bisogno ? 

Non è però fuor di proposito di qui avvertire , che 
ove i termini delle ragioni componenti sieno espressi cou 
numeri , la ragione composta da esse potrà ottenersi , o 
col prendere due numeri , .che serbinsi quello stesso rap- 
porto, che vieu dinotalo dal prodotto de' quozienti , che 
risultano dal dividere gli antecedenti delle ragioni data 
po' loro rispettivi conseguenti 5 i quali quozienti esprimo- 
no i valori di queste ragioni componenti: o pure col pa- 
ragonare il prodotto degli anteeedenli a quello de' conse- 
guenti di esse . Cosi se le ragioni componenti sieno quel- 
le di G : 5 , di 4 • 3 e di 7 : 9 ; la ragione che da es- 
se si compone sarò rappresentata da quella di fi X 4 X 7 : 
5 X 3 X 9 , cioè di 1 G 8 : i35 $ o pure da due numeri , 
de' quali l'uno diviso pei l'altro dia un ri sul la mento uguale 

g / 

a quello che si ottiene multiplic.indo per -~-e per — 

Si riscontri anche al proposito di questa definizione 
la Nola alla prop. a3. del Lib. VI. 
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Alla Dir. XIII. 

Il permutando dovendo aver luogo necessarirmente 
in due ragioni, mentre V invertendo , il componendo , re. 
può eseguirsi in una sola , doveva dirsi la permutazione 
dì ragioni , e non già la ragione permutata , come si tro- 
va in tutti gli Elementi di Geometria . Di piò , siccome 
la permutali one di ragioni non può aver luogo, che quan- 
do i tei mini di esse sieno dello stesso geneie , era neces- 
sario , che ciò si fosse avvertito nella defiuizione , come 
noi abitiamo fatto. Il Sitnson ha definite queste voci di 
permutando , invertendo , cc . , colla condizione , che esse 
fossero modi da mutare o T ordine , o la grandezze del- 
le quantità proporzionali solamente ; il che senza ogget- 
to parti col ari zza tali definizioni . L’ altra condizione poi 
eh’ egli vi aggiugne , cioè , in modo che restino propor- 
zionali , fa dipendere la definizione da un concetto , che 
dee essere dimostrato sempre possibile , e che egli pure 
dimostra nelle proposizioni B , 16 , 17 , 18 , ed E del 
Libro V. 


Alla Def. XVIII. 

Questa definizione , nel testo greco , e presso tutti 
i cementatori, si trova espressa in un modo, che la ren- 
de inconcludente j poiché prima si suppone , che le ragio- 
ni de' termini da una parte sieno rispettivi- mente uguali 
a quelle degli altri termini uguali in numero , che sono 
dall’ altra ; e che sia nelle prime grandezze il primo ter- 
mine all’ ultimo , come il primo all’ ultimo delle secon- 
de grandezze : e ciò , come si è detto nella nota prece- 
dente , includerebbe nella definizione proposta quello che 
dee dimostrarsi nelle proposizioni za, e a 3 ; e poi sì sog- 
giugne : vcl aliter est sumptio extremarum per subtraclio - 
nem mediarum ; lo clic distrugge tutte le condizioni, che 
si eian prima supposte necessarie al definito . E lo stesso 
ha luogo anche nell’ Euclide di Payrard. Brigg , nel suo 


Digitized by Google 


1 


Lia. 5. 4i)° J o T ! 

Euclide greco-latino stampato in Londra nel 1(120, non 
La ritenuta che questa sola ultima definizione : e Lene , 
se non si tien conto delle ragioni , che serbatisi le quan- 
tità intermedie tra i termini estremi delle due serie , che 
si paragonano , a clic scrvirauuo questi termini ? Quindi 
tal definizione , è anche difettosa per questo riguardo . 
Ecco i motivi , clic ci hanno fatto allontanare dagli altri 
geometri , ed anche dal Sirnson nel definire Ft ‘qualità di 
ragione ( ex aequo , o ex acquali ) . 

Alle Dff. XIX. e XX. 

Essendosi da Euclide proposta generalmente la def. 18. 
era conveniente , che la 19. e la 20. si proponessero an- 
che generalmente , e non già sopra tre grandezze para- 
gonate con altre tre . Di piu si dovevano queste defini- 
zioni , in grazia de' giovani , esprimere piu chiaramente. 
Si avverte anche qui, che sebbene in tali definizioni si 
c assunto, che le ragioni de' termini delle due serie che si 
paragonano corrispondami in uguaglianza , perchè que- 
sto solo caso si considera da Euclide nel Lib. V. , pure 
coloro che hanno trattato anche delle ragioni disuguali , 
hanno esteso a queste le medesime definizioni (•) . 

Al Postulato . 

Seguendo il Vivimi abbiamo premesso per postulato 
alle teoriche del Lib. V. un principio , che deriva im- 
mediatamente dalla def. 3 . di un tal Libro, e che c sta- 
to da Euclide assuulo in qualche dimostrazione . Si ri- 
scontri anche a questo proposito la Nota alla proposi- 
zione 18. Lib. V, (*) 


(*) V rg le prop . 8. e 9 Sup, 11 , Lib. V. 
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Alla Prop. IV. 

A questa proposizione sta aggiunto nel testo greco, 
e presso tutti i cementatori , e traduttori di Euclide il se- 
guente corollario : Ex hoc manifestimi est , si quaiuor 
magnitudini s sint proporti onales , et contra ( hoc est in- 
vertendo ) proportionales esse . Una tal verità però non 
ha niente che tare colla proposizione da cui si vuol deri- 
vare, e con pii» ragione sarebbe stata dedotta dalla def. 5 . 
che da questa proposizione , se l 1 ordine geometrico aves- 
se permesso di farlo . Noi ad imitazione del Siinson nc 
abbiamo fatta una proposizione ; e solamente ci siamo 
allontanati da quel geometra nel luogo ove 1' abbiamo si- 
tuata nel Lib. V. , essendo a noi sembralo più proprio 
di porla dopo del permutando , che dopo la prop. 6. , 
mentre essa non serve ad alcuna delle seguenti , sino alla 
dimostrazione del convertendo , 

Alla Proi». V. 

Nella dimostrazione di questa proposizione si dice : e 
per quanto AE* è multiplice di CF , altrettanto si fac-y*. 5 . V, 
>1 eia Eli multiplice di CG » . Da ciò trae argomento il 
Simson, che un tale apparecchio non sia di Euclide: non 
cairn , dice egli , Euclidei docet quomodn sccari possine 
rectae linear , nedum aline magnitudines in partes aequa - 
les , antequam ad prop. 9. Lib. VI. ventai • nunquam 
nutemin construdione jubtt ali quid fieri, quod facete non 
prius do citerai . Ma ciò che dice il Simson non è giusto* 
poiché è vero, eh' Euclide non ha mai assunto nella co- 
struzione di un problema uua cosa , se prima non abbia 
dato il mezzo di farla : da ciò però non segue , che 
nella dimostrazione di un teorema non si possa supporre 
qualche cosa , che chiaramente si vede esser possibile . 

Quindi non si è egli regolato colta sua consueta avvedu- 
tezza , allorché per questa stessa ragione ha criticate 
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alcune alile dimostrazioni del Lib. V. , che noi abbuio o 
ritenute , perchè fatte con tutto il geometrico rigore . 

E qui conviene anche avvertire , che nelle parole 
del Siinson vi c un difetto di espressione j poiché' aven- 
do egli detto nedum aline magnitudincs , e poi soggiun- 
to antiquata ad prop. 9. Lib. VI. ve ni al , par che ab- 
bia voluto intendere, che in tal proposizione si dia a di- 
videre in parti uguali una grandezza qualunque ; il che 
non è vero . 

Alla Prop. VI. 

Questa proposizione ha due casi j ma nel testo gre- 
co abbiamo solamente la dimostrazione del primo , eh* c 
la piti semplice . È verisirotle che Teone , o alcun altro 
degli antichi abbia taciuta la dimostrazione dell' altro, sti- 
mando clic fosse' già bastante Taverne esposto un solo per 
una proposizione , che , del pari che la 5 . , non ha ve- 
run uso nella teorica delle ragioni , oggetto principale del 
Lib. V. Ma quando dovevasi rendere incompleta la di- 
mostrazione di una verità , era meglio tacerla del tutto . 
Noi abbiamo al contrario esposta la dimostrazione del caso 
più generale , ed abbiamo avvertito , che quella del pri- 
mo caso si deduceva facilmente da questa . Nè abbiamo 
poi creduto di dover sbandire dal Lib. V. le proposizio- 
ni 5 . c 6. j poiché sembra, che Euclide le abbia recate , 
non tanto per farle servire alla dottrina delle ragioni , 
quanto per dare una più completa teorica degli ugual- 
mente multiplici (*) . 

Alla Paop. Vili. 

Nella dimostrazione di questa prop. come si ha ora 
nel testo greco, vi sono due casi(**), il primo de' quali è 

(*) V rg. anche la Nota alla prop. 18. 

(**) Veggnsi tal dimostratone nelle edizioni di Er~ 
vagio , e di Gregory . 
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quello in cui si suppone AC minore di CB • , ed in que-"/. 8.V. 
sto necessariamente ne segue , che FG niultiplice di CB 
sia maggiore di FE ugualmente niultiplice di AC *, e per- 
ciò essendo , per ('.ostruzione , un tal mulliplice di AC mag- 
giore di D , anche FG tara maggiore di D . Ma nel secon- 
do caso, nel quale si suppone CB minore di AC, sebbene FE 
sia maggiore di D , può pure FG esser minore di I) ; per 

10 clic non si può prendere un mulliplice di 1) , clic sia 

11 primo ti superare FG ; mentre la semplice D supera di 
già FG . Fu perciò necessario all’autore di questa dimo- 
strazione di cominciare dal prendere FG mulliplice di BC 
che fosse maggiore di I), e poi continuare , come se BC 
fosse la CA del primo caso , e CA la CB . Questi due casi 
si potevano però agevolmente comprendere in un solo , 
come noi , seguendo il Simson abbiamo fatto , ed evitare 
così un’ inutile distinzione, clic rende la dimostrazione di 
tal proposizione lunga , ed oscura . Vi è pure un terzo 
caso , del quale non si trova fatta menzione nel lesto , quel- 
lo cioè in cui la minore delle AC , CB sia maggiore di 1) : 
nel qual caso , coni’ l* chiaro , basterà prendere di ÀC , e 
di CB quaUivogliauo ugualmente mulliplici , coinè nella no- 
stra dimostrazione si c fatto . E manifesto da ciò, conchiu- 
de bene il Simson , che Teonc , o altro conici) latore non mol- 
to perito nella Geometria, abbia viziata questa proposizione. 

Alle Prop. IX* e X. 

Roberto Simson ha cambiate le dimostrazioni di que- 
ste proposizioni , spargendo su quella della prop. io. , clic 
v' era nel testo greco, alcuni dubbj , i quali non sembran- 
doci ben feudali, non ci hanno però determinato ad adot« 
tare alcun cambiamento, nè per essa , nè per la precedente. 

Alla Prop. XII. 

Nell* enunciazione di questa prop. yi si doveva ag- 
giugnere la condizione , che tutte le grandezze fossero o- 
mogenec , come da noi si c fatto . 
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Al COR. DELLA Frop. XIII. 

A questa proposizione si è aggiunto un corollario , 
eh’ è necessario alle dimostrazioni delle prop. ao. , e ai. 
del presento Libro; ed è poi ugualmente importante , che 
la stessa proposizione . 

Alla Prop. A. 

La verità che si dimostra in questa proposizioue era 
necessaria a recarsi negli Elementi ; poiché spesso c usa- 
ta da* geometri , ed Euclide stesso si prevale di essa nella 
a5- del presente Libro, 3i. del VI., 3i{. deli* XI., e nelle 
5. e r5. del XII. Nè può dirsi , ch'egli abbia voluto con- 
seguire tal passaggio di cui aveva bisogno per le suddet- 
te dimostrazioni , applicando il permutando alla del 
Lib. V. ; poiché primieramente egli non ha ciò indicato , 
che anzi manifestamente lui dello, essendo la prima mag- 
giore della seconda , la tersa lo sarà della quarta . E 
poi è facile Tavvertire, che ciò non polrebbesi consegui- 
re nel modo già detto, quando i termini delle due ragio- 
ni non fossero omogenei ; mentre in tal caso nou vi si 
può adattare il permutando : e ciò per l'appunto ha luo- 
go nella 34- del Lib. XI., e nella 1 5 del XII. Questa ri- 
flessione è sfuggita al Clavio, ed al Commandini , i qua- 
li hanno perciò date , nc’ loro coment! ad Euclide , dimo- 
strazioni non soddisfacenti della verità di cui parliamo , 
e tali eziandio da indurre i giovani in errore . 

Alla Prop. XIV. 

De* tre casi di questa proposizione non si trova nel 
testo che un solo : c sembrato dunque necessario ad al- 
cuni geometri , come al Clavio , al Simson , ec. di sup- 
plirvi gli altri due casi , la dimostrazione de* quali nou 
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è interamente simile a quella del primo j e noi ci siamo 
regolati nel modo stesso • 

Alla Prop. B. 

Questa proposizione , che altre volte derivammo co- 
me corollario dalla i5. del presente Libro, di cui è con- 
versa , e che in seguito credemmo pii» conveniente al si- 
stema Euclideo di esporla in forma di teorema , era ne- 
cessario clic si recasse nel Libro V. * poiché se nc ha bi- 
sogno , applicandovi il permutando, nella proposizione <). 
del Lib. VI. della quale luti 1 i comeutatori , ed esposi- 
tori degli Elementi, eccetto il Simson, per mancanza di 
questa conversa , ci han data una soluzione particolari* , 
c non conforme alla sua enunciazione (*) . 

Alla Prop. XVI. 

Nell' enunciazione di questa proposizione era necessa- 
ria la condizione , del genere stesto , affinchè il permu- 
tando vi si potesse adattare, a norma della def. i3. Lib. V. 

Alla Prop. C. 

Si vegga la Nota alla Prop. IV. 

Alla Prop. XVIII. 

Boberto Simson asserisce , che la dimostrazione di 
questa prop. non sia di Euclide, giacche in essa si sup- 
pone, che date tre grandezze, delle quali almeno due sie- 
no del genere stesso, esistala quarta proporzionale in or- 
dine ad esse ; e soggiugne : priusquam autem hoc osien- 
sum fuerit , nihil vai e bit demo astrano quac ruma legitur . 

(*) ^ r 6f> versioni del Commantlini , del Viario , 

del Gregory , ce. 
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Veruni hoc strie di- mon strattone assumitur 

Euclidcs certe id non ostendu , nedum quomodo quarta 
dia proporli onali s invertì ri potisi , antiquato ad la. sciti 
Elementi veniat : nunquarn autern aliquid in demonstra- 
tionc Proposiliahis assurnil ; quoti non prius attenderai , 
stilimi quod existere posse non perspicuum sii 5 ape enim 
proposi tionis incerine , conclusiti certa elici non poicsi . 
Ed egli credè perciò , che Teone , o qualche altro a* 
vesse cambiata la dimostrazione di Euclide , come troppo 
lunga , in quella che ora si trova nel testo greco ; e mag- 
gio] mente di ciò si persuase , osservando che , ueila ma- 
niera come ora abbiamo il Lib. V. , le prop. 5 . e 6. non 
hanno verun uso , ma che per lo contrario sarebbero es- 
senziali alla 18. dimostrata alla sua maniera . 

Comunque ciò sia , è però certo , che il dirsi » se 
yi8.V.* non sia come AD a DE*, così CD a DF , sarà come 
» AD a DE, così CD o aduna grandezza minore diDF, 
>» o ad una maggiore » , è un concetto possìbile , che si 
comprende anche senza dimostrazione* e perciò da poter- 
si adottare per postulato , come noi seguendo il Viviuni 
abbiamo fatto . Questa soverchia scrupolosità , che spar- 
gesi negli Elementi di Geometria dal Sitmon , e da qual- 
che altro geometra moderno di minor forza, se corressero 
altri tempi , ci ricondurrebbe allo scetticismo . Noi abbia- 
mo perciò ritenuta T ordinaria dimostrazioue , anche per- 
che, per la sua brevità, riesce piò facile a’ giovani . 

E pure da avvertirsi , che quando anche la proposi- 
zione i x. del Lib. VI. potesse precedere la 18. del V. ; 
non perciò dovrebbe il Simson credersi contento : poiché 
in quella si propone a ritrovar la quarta proporzionale 
dopo tre linee rette date , mentre in questa proposizione 
si parla di tre grandezze qualunque , le quali possono 
anche essere due sole omogenee , senza che lo sieno co!!* 
terza , 
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Nel lesto greco , e presso luti’ i comenlalori si tro- 
va la verità enunciata in questa prop. D , ricavata per 
corollario dalle seguente prop. 19 5 il che mostra manifesta- 
mente, che il Lib.V. dagl 1 ignoranti di Geometria sia stato 
corrotto. Imperocché la proporzionalità risultante dal conver- 
tendo t ili nessun modo può dipendere dalla 19 •mentre in 
questa le quattro grandezze che si paragonano debbono essere 
del genere stesso , e nella conversion di ragioni i termini 
di una ragione possono essere anche di diverso genere con 
quelli dell' altra : perciò la dimostrazione di tal verità , 
che ne danno per mezzo della 19. varj interpetri di Eu- 
clide non é legittima , come giustamente osservò Clavio , 
che ne diede una conveniente , la quale fu poi adottata 
dal Siroson, c lo è stata anche da noi nella presente prop.D. 
Intanto lo stesso Clavio , per una inconseguenza diffici- 
le a capirsi , mentre riconobbe , come abbiamo detto , 
che la dimostrazione del convenendo non poteva dipen- 
dere dalla 19. , e mentre cercò di dimostrarla senza di 
questa , la espose poi come coroll. della 19., il quale co- 
mincia ; Hinc facile demon strali tur ec. 5 e soggiungile 
bene il Simson a questo proposito : cum nullo modo ù t- 
de sequatur . 


Alle Prop. XX. e XXI. 

Le dimostrazioni delle prop. 20. e 11. , erano state 
rese nel testo più brevi di quello che bisognava , soppri- 
mendovi, come anche avvertimmo nella prop. 14. , due 
casi che si trovano da noi restituiti . 
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Alle Prof. XXII. E XXIII. 

Queste due proposizioni sono un indizio manifesto 
de' guasti prodotti dagli antichi espositori di Euclide ne 'suoi 
Elementi di Geometria . Imperocché , in primo Inogo , 
mentre la 22 . , e 23. sono due proposizioni analoghe , e 
le quali non debbono nella loro enunciazione differirsi iu 
altro , se uou che nel trattarsi nella prima di esse di gran- 
dezze proporzionali in ordinala ragione , e nella seconda 
di grandezze che hanno proporzione perturbata tra loro , 
si trova 1' enunciazione della prima di tali proposizioni 
fatta generalmente , cioè per un qualsivoglia numero di 
grandezze iu ordinala ragione con altrettante , e quella 
della seconda per tre sole grandezze che sieno in pertur- 
bata ragione con tre altre . Inoltre anche la dimostrazio- 
ne della prima di queste proposizioui , sebbene la sua e- 
minciaziouc sia generale , si trova fatta per tre grandez- 
ze solamente , clic sieno in ordinata ragione con tre al- 
tre . E vero che tal dimostrazione si può facilmente esten- 
dere a quattro, cd anche a qualsivoglia numero di gran- 
dezze • ma in un libro elementare , principalmente come 
c scritto quello degli Elementi di Euclide , ciò andava 
l'alto espressamente, almeno Uno a quattro grandezze con 
quattro altre ordinatamente proporzionali , mollo più che 
di questo caso occorre talvolta far uso in appresso . Ed 
in eflelto il Commaudiui si vide nell' obbligo di supplire 
questa parte mancante in un coraentario da lui aggiunto 
accortamente a tal proposizione , il quale comincia cosi : 
Idem demonstrabitur elioni $i plurcs sinl quam trts ma- 
nudine 5 • lasciando poi la 23 , la quale era stata par- 
ticolarmente enunciata , senza P aggiunta di nn simiglia- 
te contentano . Noi in questa nostra esposizione degli E- 
lementi di Euclide abbiamo supplito a que’ difetti del te- 
sto de’ quali finora si è detto ; ucl clic per altro eravamo 
stati preceduti dal Siznson. 
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Alle Prop. XXIV. 

L' enunciazione di questa proposizione si potrebbe 
anche rendere più generale nel seguente modo : Situo pi A 
gratuiti se omogenee , ciascuna dille quali irriti atl una 
comune seconda la strila ragione , che ciascuna di al- 
tri ttante , anche tra toro omogenee , ad una comune 
quarta ; la somma delle prime dorrà pure serbare alla 
stconda la stessa ragione che la somma delle altre alla 
tpiurta ; e la dimostrazione in questo caso si renderebbe 
più generale col metodo stesso tenuto per quella della 
proposizione n, al che fare si potranno utilmente eser- 
citare i giovani. 

Il Simton ha aggiunto a questa proposizione r4 un 
corollario , ove dice : Poste le cose stesse della proposi- 
lione , sarà t recesso della prima e della quinta alla se- 
conda , come r eccesso della tersa e della sesta alla 
quarta : ma noi , per non gravar troppo il testo , 1’ ab- 
biamo tralasciato, anche perchè non dovevamo valercene in 
questi Elementi , e che altronde è facile a rilevarsi. 

Alle fuse del Lia. Y . 

Alle proposizioni dimostrate nel Lib. V. conviene 
aggitignere la seguente altra di non poco uso nella dinro- 
stiazioue di molte verith geometriche , e meccaniche , e 
di cui si avrà aucora bisogno nella continuazione di que- 
sto Corso dì Geometria. 

T c o r e sr j. 

Se in quattro serie di gran licere uguali in nume- 
ro , sia la prima della prima serie alla prima della se- 
c onda , come la prima della terza alla prima dello 
quarta ; slmilmente la seconda della prima serie stia 
alla leronda dell altra serie , come la seconda della ter- 
za alla seconda della quarta ; e lo slesso per le terze, 
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quarte grandezze ec. di tali serie : sarà tutta la prima 
serie a tutta la seconda, come tutta la terza a tutta la quar- 
ta , se mai le grandezze della prima serie si trovino pro- 
porzionali con quelle della terza , o pur le grandezze 
della seconda con quelle della quarta. 


A 

B 

C 

D 

ec . 

A' 

B' 

C' 

iy 

re. 

A" 

B” 

c 

D" 

ec. 

A'" 

B"' 

C'" 

D'" 

ec. 


le quattro serie proposte , nelle quali stia A ad A* come 
A ' ad A" , B a B' come B" a B'" , e così in segui- 
lo j e primieramente sia inoltre A & B come A " a B" . 
B a C come B a C" , re. , cioè le grandezze della pri- 
ma serie sieoo proporzionali con quelle della terza . 
E<l esimio A ad A' come A" ad A sari invertendo 
A' ad A come A*" ad A”: c pure A a B come A" a B" , 
e B a B 1 come li" a li"' . Adunque le quattro grande*- 
tr A , A , B , B' t i troveranno corrispondere in ordi- 
nala ragione con le altre quattro A '" , A" , B" , B " . 

31. V.e perciò sarà A" a B' come A"' a B’" * . Lo clic sem- 
pre dimostrandosi ne risulterà , die le grandezze della 
seconda serie sieuo anche proporzionali con quelle della 
quarta . 

Ciò posto , poiché A sta a B come A" a B" Mr ), 
•• 18. V. componendo A -f. B a B come A” -j- B‘‘ a B" • ■ m 
é pure B a C come B" a C" . Quindi per equalità or" 
ai. \ .dittata starà A -f- B a C come A '' -j- B" a C"”- edi 
nuovo componendo si avrà A -f- B -f C a C come 
^ B -J~ C" a C" . Nel qual modo continuando 
a dimostrare, ai rileverà clic stia la prima serie all' ulti- 
mo termine di essa, come la tona ali' ultimo termine suo. 

Similmente procedendo per la seconda e quarta serie, 
« troverà pure, che stia l'intera seconda serie all* ultimo 
lennine di «sa , come I' intera quarta serie all' ultimo 
fermine corrispondente . Laonde siccome sono propoizio* 
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nati i conscguenti di queste quattro ragioni) cioè gli ulti- 
mi termiui delle quattro serie , coù dovranno risultare 
anche proporzionali i loro antecedenti , ed esser perciò la 
prima serie alla seconda come la terza alla quarta . 

Nel modo stesso , se le grandezze della seconda serie 
si fossero supposte proporzionali a quelle della quarta, si 
sarebbe rilevato esser le altre della prima proporzionali al- 
le altre della terza • e la dimostrazione della proporziona- 
lità delle intere serie si sarchile ottenuta comi* nel caso 
precedente. Quindi cc.—C.B.J). 

Scolio . 

Il Sig. de la Hi re valentissimo matematico francese , 
non avendo presente la veri ih qui sopra dimostrala, cad- 
de nell' errore di conchiudere per la proporzionalith delle 
quattro serie , dall' esser semplicemente proporzionali i 
primi termini di esse, i secondi , i terzi, ve ; e Giovanni 
Bernoulli, nel riconoscer 1 ' errore del de la Hire, non in- 
dicò l'altra condizione necessaria a render le quattro serie 
proporzionali , come fece il nostro Fergola (*). 

AVVERTIMENTO. 

Termineremo queste Note al Lib. V , coll' avvertire 
coloro che desiderano di veder solidamanle difesa la dot- 
trina delle proporzioni esposta da Euclide, e pienamente 
confutati gli argomenti contro di essa addotti dal Tacquet, 
da Alfonso Sorelli , e da altri , di consultare eoo loro 
grandissimo profitto le Lezioni Matematiche 7. ed 8. di 
Barrow dell* anno 1666. 

Finalmente ridotto un tal Libro nel modo come P ab- 
biamo esposto , cioè restituitolo in quei luoghi ne* quali 
lo avevano si sconciato i comeutalori antichi , ciascuno 
dovrà convenire col chiarissimo Barrow , e col Simsou ; 

(*) Vtd . le tue Set. Con. pulb. nel 1791. 
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Ni hit extare in loto Elementorum opere propor ti on albi m 
doclrina subii li us inventum , tolidiiu stabilitura , accura- 
tius pertractatum . E da ciò potrà rilevarsi con quanto 
sciocco ardimento molti s'impegnino a cambiarlo, o an- 
elalo sbandiscano interamente dagli Elementi, con gran- • 
riissimo danno del rigore geometrico. 

Al I*. Sltplimento . 

L'uso continuo che nelle ricerche matematiche* fa 
delle proprietà della ragion composta esigeva che que ate 
si fossero recate negli Elementi di Geometria, come com- 
plemento a) Lib.V. di Euclide, e che si fossero rigorosa- 
mente dimostrate ; al che fare rendevasi necessario il pre- 
mettere per lemma generale la dimostrazione di una ve- 
rità , che ordinariamente si assumeva da' geometri anche 
i piu rigorosi . 


Al II*, Svilimento . 

La dottrina delle ragioni disuguali , quantunque noni 
di ovvio uso nel resto del Corso di Matematiche , pure, 
e per que' casi ne' quali potrà aversene bisogno , e per la 
chiara intelligenza delle opere di Apollonio , e di Archi- 
mede, che spesso se ne prevalgono , l'abbiamo recata per 
2 * supplimento al Lib. V., dandone più affezioni di esse, 
che altri espositori di Euclide , ed auche Pappo non ne 
avevano recate , e rendendone le dimostrazioni unifor* 
ini , e fondate sopra un medesimo principio. 


j 
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AL LIBRO VI. 

Alla Dir. II. 

Roberto Si nuoti 'crede, che questa seconda definizio- 
ne non sia di Euclide ; ma di taluno poco versalo nella 
Geometria : e ciò per la ragione , che nè Euclide , nè 
verun altro geometra antico fa menzione delle figure re- 
ciproche . Egli però l'ha ritenuta ne' suoi Elementi , fa- 
cendovi qualche cambiamento , per renderla più chiara , 
come appunto può vedersi qui appresso . 

DeP. II. DEL Lib. yl. SECONDO IL SlMSON. 

h Le figure reciproche , cioè i triangoli, ed i paial- 
» lelogrammi , sono quelle che hanno i lati dimoino a 
» due angoli in modo proporzionali , che un lato della 
» prima stia ad un lato della seconda , come il riiuaueu- 
» te lato della seconda al rimanente della prima » . 

Una tal definizione è però difettosa ; poiché in e»»a 
dicendosi , cioè i triangoli cd i parallelogrammi , e poi 
parlandosi de' lati dintorno a due loro angoli , pare che 
oltre di queste non vi sieno altre figure che possati d rsi 
reciproche ; il die non è vero . E perciò che noi , con- 
venendo col Simson nell' aver per corrotta la definizione 
delle figure reciproche , tal quale è nel lesto , ne abbia- 
mo pelò data ne' nostri Elementi un 1 altra, clic ci sembra 
soddisfare alla vera idea, che dovè avere Euclide in de- 
finire tali figure , come più giù faremo vedere 

Intanto il Simson par che sia restato anche poco con- 
tento della sua definizione quassù rapportata ; poiché nelle 
Note vi sostituisce quest’ altra . » Due grandezze si di- 
ti cono essine reciproc unente proporzionali a due altre , 
t> allorché una delle prime sta ad una delle seconde , co- 
ti me la rimanente di queste «ila limatole di quelle «5 
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lanital definizione non è al cerio secondo la meni' 1 di 
Euclide , ed c poi poco concladenle : poiché qurd ragio- 
ne vi sareblic di considerare una reciprocatila tra le gran- 
dezze costituenti due ragioni, quando in esse vi si con- 
tiene anche 1* ugualianza delle ragioni dirette , cioè una 
proporzione ordinai ia . Imperocché se A, U, C, D sieno 
queste qual irò grandezze dìspo te eo|T ordine che si vede, 
niente può impedire, che si dica A: B :: D : C, e che 
quindi la proporzione , che si voleva considerare come 
reciproca diventi diretta. La definizione dunque delle gran- 
dezze reciproche sarchile senza scopo , e nullo il concetto 
di essa. Quindi si rileva , che solamente dall’ idea di ieci- 
procanza nelle figure si possa ricavar quella della recipro- 
catila de' termini di una proporzione che iia luogo in esse. 

Di piti il luogo ove si trova presso Euclide questa 
definizione, cioè dopo quella delle figure situili, mo- 
stra chiaramente , che V idea di reciprocati za siasi da que- 
sto geometra adattata special melile alle figure . E volen- 
do egli che tal nozione noti si appartenesse esclusivamen- 
te alle figure piane rettilinee, ma si potesse anche esten- 
dere alle ligure solide $ perciò rese generale 1’ enunciazio- 
ne di questa definizione ■ L poi anche manifesto , che se 
Euclide avesse voluto parlare di reciprocanza di grandezze 
e non di figure, avrebbe dovuto porre tal definizione piut- 
tosto nel Lib.V. dopo la definizione della proporzione, che 
nei Lib. VI. dopo la definizione delle figure simili . Si 
riscontri anche al proposito di questa def. a. del Lih VI* 
la nota alle proposizioni iq- » e i T>. di uu tal Libro . 

All k Prop. II. 

Questa proposizione può aver tre casi , potendo la 
parallela alla base del triangolo incontrare gli aliti due 
lati di questo o al di sopra della base , o al di sotto di 
questa , o anche al di la del vertice del triangolo . Sic- 
come però la dimostrazione per essi è sempre la stessa , 
non abbiamo creduto necessario di gravare il testo con tal 
distinzione . 
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Alla Prof. Ili. 

Dopo il presente teorema, il Simsoo ne ha aggiunto 
un altro , che forma con esso una «ola teorica, e del qua- 
le Pappo Alessandrino si serve , come di una verità ele- 
mentare , nella prop. 39.de! Lib. VII. delle sue Collezio- 
ni Matematiche : noi perù , siccome di esso non si fa uso 
negli Elementi , e che quindi non è necessario al nesso 
geometrico di questi , abbiamo creduto miglior consiglio 
di ripoi tarlo in line del puddello Libro VI. 

Alla Prof. VII. 

L'enunciazione di questa proposizione nel testo greco, 
e presso tutti gli espositori di Euclide è la seguente: »Se due 
» triangoli abbiano un angolo uguale ad un angolo , inlor- 
» no poi ad altri angoli i lati proporzionali , e de' rimu- 
w uniti 1‘ uno e 1' altro in.sieine , o mino? e , o non minore 
» del retto j i triangoli saranno equiangoli , ed avranno 
» uguali gli angoli intorno a'quali sono proporzionali i lati . 

Robe, lo ^irnsou vi aggiuu*e solamente , dopo il non mi- 
nore dtl retto 0 o se l'un di essi sia retto a , sembrando- 
li altrimenti monca P euuuciazioue del lesto, e la d imo s tra- 
zione di essa, in cui supplì un tal caso: la qual cosa sui ebbe 
al più stata vera solamente pei primo caso, ove suppone»! 
assolutamente ciascun de' rimaueiili angoli minore del ret- 
to • giacche nel secondo, dicendosi o non minore del retto , c 
ben manifesto che vi *’ inchiuda che l'un di essi angoli possa 
esser retto . Or è facile il vedete, che se tal particolare si 
fosse anche incluso nel primo caso , ove iuvecedi dirsi mi- 
nore del retto , si fosse dello non maggiore del retto % si 
sarebbe assoluta completamente la preseute enunciazione : 
ed è probabile clic così Euclide avesse enunciata, e dimo- 
strata tal proposizione ; mentre uon è presumibile, eh' ei 
avrebbe tralasciato il caso supplito dal Siimou, se ve ne fos- 
se stato bisogno * ni* vi sarebbe stata ragione di servirsi 
dell' espressione minore del retto , o non minore , quando 
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avesse volalo infocare a diri mira l'angolo acuto , o ottuso, 
cli<* tutte le altre volte trovasi così espresso , giusta le delì- 
tiuioni ti. c 12 , del Lib. I. Noi dunque è secondo que- 
sta veduta che abbiamo enunciata, e dimostrata la presen- 
te proposizione. 

Guido Grandi pur si avvide del difetto nell'enun- 
ciazione di tal proposizione; ma non bene vi supplì con 
1' aggiunzione del caso, che i rimanenti angoli fossero am- 
bedue retti. 

Alla Prop. Vili. 

Il Sirmon crede, cì»e qualche antico cementatore di 
Euclide abbia dovuta alterare la dimostrazione di questo 
teorema . Imperocché iu essa dopo essersi dimostrato , 
die i triangoli sieno equiangoli tra lóro, si dimostra par- 
ticolarmente, die i lati dintorno gli angoli uguali sieno 
proporzionali ; quasi die ciò non si fosse già fatto nel- 
la prop. 4- di questo Libro . Soggiugne di più che que- 
ste cose , da lui reputate superflue , die perciò le ha o- 
mcsstf , come anche noi abbiamo fatto , non si trovano 
nella versione dall' Arabo . 

Alla Prop. IX. 

La soluzione di questo problema c fatta , nel lesto greco, 
in un caso particolare, supponendosi, cioè, che si vo- 
glia tagliare dalla linea retta data la terza parte ; sembra 
perciò, cli'essa noti sia di Euclide . Inoltre si assume nella 
dimostrazione, che iu quattro grandezze proporzionali, la 
terza sia lauto multiplice della quarta, quanto la prima del- 
la seconda , la qual co>a noti si trovava affatto dimostra- 
ta nel Lib. V. Ma noi ad imitazione del Simson abbiamo 
resa generale la soluzione di questo problema ; ed abbiamo 
stabilita nel Lib. V. la prop. li , dalla quale, per mezzo 
del permutando , si ricava la verità poe' anzi detta. 
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Le enunciazioni di queste due proposizioni erano Ma- 
te certamente guastate dai cementatori antichi ; poiché in 
esse non si faceva affatto menzione di figure reciproche , 
come era per altro necessario. E da ciò fu indotto il Sim- 
son nell'equivoco di credere , eh* Euclide non avesse mai 
parlato di reciprocanza di figure. Un tal equivoco però sva- 
nisce interamente , quando tali enunciazioni sieno fatte 
come ne 1 nostri Elementi. 

Alla Prop. XVIII. 

Con ragione crede il Simson , che questa propo- 
sizione sia stata viziata ; poiché la costruzione vi è 
fatta solamente pe’ quadrilateri , né poi si dice come si 
possa estendere ai rettilinei di cinque , o anche di mag- 
gior numero di lati . Inoltre nella dimostrazione di essa , 
dovendosi considerare i triangoli simili che costituiscono 
questi rettilinei , si conchiude , che un lato dell' uno stia 
al lato omologo dell* altro , come un altro lato del primo 
all' omologo del secondo 5 il che è tanto contro la mente 
di Euclide, che nella prop. 19. avendo questo geometra 
bisogno di una proporzione di tal fatta tra i lati omolo- 
ghi di due triangoli simili, è ricorso al permutando . Si- 
milmente viziosa è la conchiusione ■ poiché i lati dintor- 
no agli angoli di un rettilineo , non si dimostrano pro- 
porzionali ai lati dintorno agli angoli rispettivamente u- 
guali dell'altro rettilineo; ma si paragona sempre un lato 
di un rettilineo col suo omologo nell' altro . Ci è dunque 
sembrato conveniente di esporre la dimostrazione di que- 
sta proposizione alla maniera Euclidea , cioè nel modo 
Meato , che si ravvisa nella prop. 20. di questo Libro ; 
e di determinarla alle figure pentagone , affinchè piu a- 
gev olmeute si rilevasse il modo da estender la soluzione, 
e la dimostrazione di tal proposizione alle figure di mag- 
gior numero di lati . 
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Al Cor. I. della Prop. XX. 

Euclide dopo dì aver dimostrato nella prop. ig. , 
che ì triangoli simili sono in duplicata ragione de’ loro 
lati omologhi, dimostra nella 20. , che i poligoni simili 
sieno pure in duplicala ragione de’ lati omologhi . Or poi- 
ché egli sotto il nome di ligure multilatcre , o poligo- 
ne , aveva comprese le figure da cinque lati in poi , pa- 
reva liti ih] ne che in questa proposizione non si compren- 
dessero le figure quadrilatere ; quindi è che soggiungile 
nel corollario di tal prop. 20 : m Nel modo stesso si di- 
>1 ii io-i ver a , che i quadrilateri simili , sieno in duplicata 
it ragione de’ lati omologhi a . E dopo ciò riunendo in 
uua sola enunciazione la 19. la 20. e quello che poc’ an- 
zi aveva detto nel corollario , soggiugue : » lu generale 
dunque le figure rettilinee simili sono in duplicata ra- 
ti giurie de' luti omologhi « . 

Alla Prop. XXU. 

In questa proposizione verso la fine della secooda 
parte si assume , che i lati omologhi di due rettilinei u- 
guali , simili, e siili il mente posti situo uguali tra loro ; il 
che poi si trova dimostralo nel lesto greco , e presso tut- 
ti i cementatoli di Euclide, eccello che dal Sirnson, iu 
1111 lemma che segue la ni. Non pare però che ve ne sia 
bisogno , uè che tal lemma sia di Euclide . Imperocché 
se questo accurato Geometra avesse voluto in tal luogo 
dimostrare 1' enunciala verità , nou avrebbe dovuto trala- 
sciare di far Io stesso nel Libro 1 . , c dimostrare che i 
ijuadruti uguali hanno lati uguali , come il (Jormnandiui, 
ed i Clavio hanno fatto, seguendo Proclo. Or se Eucli- 
de assunse nella del Libro I. il poc' anzi detto prin- 
cipio , come abbastanza chiaro , perchè facile a rilevarsi, 
per mezzo della sopraimposizioiie • perchè non doveva poi 
permettersi di assumete anche l’ altra ve. ila identica di 
cui si serve nella 22. del Libro VI. , e che può similmen- 
te dimostrarsi ? 
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11 trovar»! poi contro 1' ordine geometrico posposto 
tal lemma alla prop. ai. , in cui se ne ha bisogno , mo- 
stra chiaramente , eh' cvso non sia di Euclide ; ma che 
vi sìa stato aggiunto da Teone , o da altri come scolio , 
che fu poi dagli amanuensi ridotto nel testo. 

Inoltre ia maniera come quel lemma è dimostrato , 
non è sicuramente di Euclide j mentre dal jiorsi che i lati 
omologhi dintorno a due nugoli corrispondenti di que' ret- 
tilinei sieno disuguali , si conchiude immantinente la di- 
suguagliane de' poligoni proposti ; la qual conseguenza 
equivale alla proposizione di supporre uguali i luti , es- 
sendo uguali i poligoni . 

Alla Prop. XXTII. 

In questa proposizione Euclide la prima volta fa men- 
zione della ragion composta , ed in essa intanto , come 
accennammo nella nota alla def. A del Lib. V. , non si 
fa affatto uso della definizione di Teone , ma chiaramente 
si adopera quella da noi data * poiché si dice : » Ma la 
>» ragione di R ad M* è composta dalle ragioni di R ady*.a3.VI. 
L, e di L ad M. » Quindi la definizione di Teone è inu- 
tile , e del lutto assurda . 

Posta la uoslra definizione A del Libro V. , tal pro- 
posizione si poteva auche più brevemente dimostrare nel 
seguente modo . 

Fatto lo stesso apparecchio , che nella prop, i3. il 
parallelogrammo AC sta all' altro CF in ragione composta 
dalla ragione di AC a DG , e dall’ altra di DO a CF , 

Ma il parallelogrammo AC sta all'altio DG , come BC a 
CG * ; ed il parallelogrammo DG sta pure all'altro CF/ i. VI. 
come DC a CE : adunque il primo parallelogrammo AC 
stara al terzo CF in ragion composta da quelle di HC a 
CG , e di DC a CE*, cioè dalle ragioni dei lati. Intanto*//. A. V. 
uoi abbiamo preferita la dimostrazione Euclidea , sebbene 
piti lunga , poiché in quella , e non già nella poc' anzi 
recata , si fa vedere in qual modo si possa esibire la cotu- 
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posta dalle ragioui dei lati de' parallelogrammi , cioè la 
ragione di queste figure ; il che era necessario ad appren- 
dersi dai giovani , affinchè in simili casi sapessero ridur- 
re due , o piu ragioni date alla forma convenevole per 
poterne esibire la composta . Bisogna anche avvertire , che 
T enunciazione di questa proposizione presso quasi tutti 
gli espositori di Euclide è erronea ; perchè in essa si 
dice , che la ragione dei parallelogrammi è composta da' 
lati) invece di dire dalle ragioni de ' lati , come ha la ver- 
sione del Campano dall'arabo: ed il Gregory si conten- 
tò di soggiugnere solamente a piè di pagina; rectius ex 
latcrum rat io ni bus. 

Alla Prop. XXIV. 

Giudiziosamente osserva il Simson a proposito di que- 
sta proposizione , che qualche ignorante abbia riunite due 
diverse dimostrazioni, che forse vi erano negli Elementi , 
e formatane coù quella, che ora vi si legge. Impercioc- 
ché si trova in tal dimostrazione rilevato , per mezzo 
della prop. a. del presente Libro , e col componendo e 
permutando, che i lati dintorno all'angolo comune dei 
parallelogrammi sieno proporzionali : e poi invece di de- 
dursi da ciò immediatamente esser anche proporzionali i 
lati dintorno ai rimanenti angoli , servendosi della prop. 34* 
del Lib. I. e della prop. 7 . del Lib. V. , si continua con 
un lungo giro a dimostrare, che i triangoli, cd i paralle- 
granr.mi sieno equiangoli , per mezzo della prop. 1 . di que- 
sto Lib., e della prop. ai. del Lib. V. Seguendo dunque 
il Simson , noi ne abbiamo data una dimostrazione sem- 
plice , per mezzo della poc' anzi della prop. 5. , e che c 
precisamente la stessa , che $' incontra uc* codici Arabi , 
ne* quali però nou vi c indicalo il permutando , uè si 
trova dimostrato che i parallelogrammi sieno equiangoli : 
il che doveva farsi . 
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Alla Phop. XXV. 

Si vede chiaramente, die la dimostrazione che die- 
de Euclide di questa proposizione sia stata viziata da 
qualche ignorarne editore. Poiché in essa, dopo di esser- 
si dimostrato che » come il rettilineo ABC* ai rettilineo ,/!a5. VI. 
KGiJ , così stia il parallelogrammo BE al parallelogram- 
mo EF a . si avrebbe subito dovuto soggiugnere , come 
si è da noi fatto ; n Per la qual cosa essendo il rettilineo 
» ABC uguale al parallelogremroo BE , anche il reltili- 
» neo KGI1 sarà uguale al parallelogrammo EF « , cioè 
la conchiusioue avrebbe dovuto farsi per la prop. t4- del 
Lib. V . lutanto nel testo greco si trova dopo il primo 
passaggio a e perciò permutando , come il rettilineo ABC 
n al parallelogrammo BE » così il rettilineo KGH al 
parallelogrammo EF « . Vale a dire, che colui il quale r 
supplì questo passaggio stimò , che non fosse tanto chia- 
ro il conhiudere , che la seconda di quattro grandezze 
proporzionali fosse uguale alla quarta , esseudo la prima 
uguale alla terza, il che si è dimostrato nella ìj. del Li- 
bro V ; quanto il conchiudere , che la terza pareggiasse 
la quarta dall 1 essere uguali la prima e seconda , il che 
non s 1 incontra mai nè dimostrato, nè assunto negli Ele- 
menti che abbiamo . Ma di piu , ancorché questa verità 
da noi stabilita nella prop. A del Lib. V. fosse stata da 
Euclide inserita ne 1 suoi Elementi , come V è verisimile , 
egli nè pure se ne sarebbe servito nel caso presente , poi- 
ché apparisce chiaramente da ciò che si è detto , che la 
stessa conseguenza si può ottenere senza questa ridondan- 
te permutazione dì quantità proporzionali . Il Simson , e 
noi ci siamo fermati sopra di ciò un poco più a lungo di 
quello che forse pareva conveniente '. primiera mente per- 
chè da un simile incidente può trarsi manifesto indizio, che 
il testo di Euclide sia stato viziato £ mentre nel testo gre- 
co s 1 incontra lo stesso errore nella prop. z3. del Lib. XI. 
due volte, e due volte nella prop. a. del Lib. XII., ed 
anche nelle prop. 5., 1 1 . , n. , t8. di questo Libro j ed 
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il Keill nella sua edizione dell’ Euclide del Commandini 
accortamente tralasciò questa permutazione di quantità pro- 
porzionali in tutti i luoghi citati del Lib. XII. , eccet- 
to che nell’ ultimo . Ed in secondo luogo, affinchè i geo- 
metri si guardino dall* usar la permutazione in simil caso, 
mentre spesse volte i moderni , e tra gli altri lo stesso 
Commandini nel comentario alla prop. 5 . del Libro UT. 
delle Collezioni Matematiche di Pappo, ed anche in altri 
luoghi , sono caduti in questo equivoco , E da ciò potrà 
nuche dedursi , che la verità da noi stabilita nella sud- 
detta prop. A, sia talmente connessa eoli’ idea di propor- 
zionalità , die abbia fatto fin deviare accorti geometri dal 
vero rigore . 


Alle Può*. XXVIII. e XXIX. 

+ Esaminando con attenzione la costruzione di Euclide 

per questi due problemi , sarà facile il rilevare, che pel 
VI. problema risoluto nella proposizione 28. , il punto P*, e 
quindi 1 * altro $ da assegnarsi nella retta AB , dipenda 
dall'adattare nel triangolo EGB dato di specie, e di gran- 
dezza ( perchè costruito sulla data retta EB , e tale che 
il parallelogrammo EF, di cui quel triangolo è metà, è si- 
mile al dato parallelogrammo D ) una parallela PX alla 
base EB , sicché tronchi da] triangolo il trapezio PBEX 
dato, cioè quanto la metà de) dato rettilineo C. Similmcn- 
yi29.VI.te nell' altro problema risoluto nella 29,, il punto X* t e 
quindi f altro O nella AB prodotta , il quale soddisfa alle 
condizioni di tal problema si otterrà , applicando tra i lati 
BF , FE prolungati del triangolo FBE la retta NX paral- 
lela alla EB in modo , che si aggiunga a quel triangolo 
il trapezio BENX dato , cioè quanto la metà del dato ret- 
tilineo C. E da ciò è facile il conoscere, che le soluzio- 
ui de 1 due sopra indicati problemi si comprendano nella 
sola seguente : 
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Problema. 

Applicare tra due lati di un triangolo dato una 
linea retta parallela alla base di esso , la cpiale ne 
tronchi , o vi aggiunga un trapezio uguale ad un ret- 
tilineo dato. 

Sia ABC* il triangolo dato, ed X il dato rettilineo 3 . jV. 
fa uopo applicare tra i lati AB , AC del triangolo una li- 
nea retta parallela alla base , la quale ne tronchi , o vi 
aggiunga un trapezio uguale al dato rettilineo X. 

Sopra la base BC’del triangolo dato, nell’angolo ABC,*c. 45*1. 
si costituisca U parallelogrammo BF uguale al rettilineo X, 
e poi presa DG uguale a DB, tra le BA , AG si trovi la 
media proporzionale AH 4 , e per H si tiri HK parallela 4 ! 3. VI. 
a BC : dico che sia HBCK il trapezio che si vuol tronca- 
re dal triangolo ABC . 

Giungasi GC . Ed essendo continuamente proporziona- 
li le tre linee rette BA , Ali ed AG * sarà BA ad AG co- 
me il triangolo BCA all'altro HKA *. Ma è poi BA ad 4 c.tg.VT. 
AG come il triangolo BCA all'altro ACG 4 . Adunque sark 4 ì. VI. 
il triangolo BCA all'altro HKA , come lo stesso BCA al- 
I’ altro GCA : perciò il triangolo I1KA pareggerk I’ altro 
GCA ; e quindi le loro differenze dal triangolo BAC saran- 
no pure uguali, cioè il trapezio BI1KC sarà uguale al tri- 
angolo GCB . Ma questo triangolo è uguale al parallelo- 
grammo CD* poiché sono racchiusi tra le stesse parallele , 
e la base del triangolo è doppia Hi quella del parallelogram- 
mo * : e tal parallelogrammo è uguale al rettilineo X $ 4 4 1 * I* 
quindi anche il trapezio BHKC sark uguale al rettilineo X. 

Che se vogliasi aggiugnere al triangolo ABC un ira- 
pezio uguale al dato rettilineo X , tirando tra i suoi lati 
A B , AC una retta parallela alla base . 

Si applichi alla base BC del triangolo dato il paral- 
lelogrammo Bf uguale ad esso rettilineo X , nell’ angolo 
CB£ conseguente dell' altro CBA 4 : indi si prenda la dg u-V-45. I. 
guale alla //li , e tra le BA, A g si trovi la media prò- 
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•Ad , eh* è ad nngolo con la AB , si divida per mela 
in E; si descriva' dalla AE l'altro quadrato EN, e giun- 
gasi FA. Ciò posto i lati EF, FA del triangolo EFA 
si prolunghino in K , Il , e tra essi adattisi la linea ret- 
ta KGI1 parallela ad EA , sicché il trapezio AEKH pa- 
reggi il parallelogrammo EB* : dico chela linea retta A B*^. prec, 
resti divisa in estrema , e media ragione nel punto G , 
c che stia DA ad AG , come AG a GB . 

Si compiscano le figure LM , KO . E poiché il pa- 
rallelogrammo EN) e l'altro GM consistono dintorno al dia- 
metro stesso col quadrato KO 5 ciascuno di essi I ì> . G.M 
sarà anche un quadrato* . Or il trapezio AEKH è u-*3f. VI. 
guale al parallelogrammo AP 5 che perciò tolto di co- 
mune AK , resina il triangolo AGII uguale al parallelo- 
grammo GP ; e prendendone i doppj farli GM , cioè il 
quadrato di AG , uguale a GC eh' è doppio di GP , es- 
sendo BP uguale a PC *. Laonde BC, o AB starò ad AG,* 33. I. 
come AG a GB* — C.B.F, . *t{. VI. 

Dopo tutto il fin qui esposto , sembra questo il luo- 
go a proposito da potervi inserire le nostre considera- 
zioni sull* importanza , ed uso presso gli antichi de' sud- 
detti problemi , e paragonarli ad alcune ricerche analoghe 
dei moderni : dal che si vedrò pure con quanto poco av- 
vedimento taluni espositori degli Elementi di Euclide , tra 
i quali il Tacquet, ed il Dechales gli abbiano banditi dalle 
loro opere , riputandoli inutili * e sembrandoli ansi , che 
que' problemi interrompessero la catena geometrica stabilita 
da Euclide ne'suoi Elementi , per non vederli in questi im- 
mediatamente applicati che alla sola prop. 3o. del Lib. VI. , 
la quale per altro poteva ben ridursi alla 11 . del Lib. II. 

Il Cartesio , ai cui penetrante ingegno la Geome- 
tria analitica debbe presso i moderni professar grandi ob- 
blighi , per averla egli fondata , dopo di aver date nel 
Libro I. della sua cosi delta Geometria , elegantissime co- 
struzioni geometriche delle equazioni di secoudo grado , 
disse » eh' egli non credeva che gli antichi avessero av- 
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i» v erti lo , die tuli' i problemi della comune Geometria 
» ( cioè quelli che si chiamavano piani dagli antichi , e 
« da noi di primo t e di secondo grado ) si potessero co- 
h slruire riducendoli a costruzioni generali , e semplicisti - 
» me j poiché altrimenti essi non avrebbero sostenuta tan- 
» ta fatica in comporre tanti libri , ne' quali anche il solo 
» ordine delle proposizioni ci dimostra , che ad essi non 
» fu noto il vero metodo di ritrovarle tutte $ ma che so- 
•» lainenle raccolsero quelle nelle quali a’ imbatterono (*)»». 
Ma qui per istruzione de' giovani ci sia permesso di con- 
traddire al sentimento di sì grand’uomo. E da ciò si ve- 
drà, per servirmi dell’ espressione del suo compatriota Fer- 
mat , sommo aneli’ egli , e grandemente versato nelle rose 
Geometriche : Cortesi uni in Geometricis edam hominem 
«•«<• (”)• 

E primieramente faremo rilevare , che gli antichi co- 
nobbero più generalmente questo metodo di costruzione u- 
ni versale d e problemi piani , corrispondenti a quelli da noi 
detti di secondo grado ; e che Cartesio poteva facilmente dal- 
le vie da quelli tenute dedurre il suo metodo in costruirli . 
In fatti noi rileviamo dalle loro opere , che essi avevano 
}>cr elegantemente risoluto un problema del suddetto gcnc- 


(*) Caeterum possunt hae ipsac radices in finids fer- 
me aids modts ine e ni ri $ srd praedictos tantum in me- 
dium ajferre volui , velai admodum simplices , ut hoc 
rottone pateat Problemata omnia Ceomrtriae communi s 
eonstrui posse y /adendo tantum ca paura , quae quntuor 
praecedendbus Jiguris exposui . Quod quidem non credo 
u vele ri bus fuisse animadversum , curri alias luborern 
ea de re tantos libros contcribendi non suscepissenl , 
in quibus vel solus ordo proposidonnm satis nobis osten- 
ti il , quod non ipsis constiterit vera ratio inveniendi orti - 
nes , seti quod solutnmodo collegerint illas , in qua * for- 
te incidi runt. 

(”*) Fermai Opera Varia pag. no. 
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tp , allorché lo riducevano ad uno de* due risoluti da Eu- 
clide nelle due proposizioni, che a bella posta egli recò per 
elementari nel Libro VI. , e de’ quali problemi lo stesso 
geometra antico recò poi 1* analisi geometrica in dne teo- 
remi de* Dati , die sono il 58. e 59 . del suo importante 
Libro, ove trattò espressamente di questa principalissima, 
ed cssenzial parte del Luogo di Risoluzione . Molti esem- 
pi di tal genere di riduzioni esistono nelle Opere restateci 
degli antichi; e molti di più ne avremmo ravvisati ne* Li- 
bri de Scctione Spalti, e de Se elione Determinala di A- 
pnllonio Vergi o , se queste opere importanti fossero perve- 
nute fino n noi , come ci è facile ad argomentarlo dalle 
divinazioni die dotti matematici moderni ne hanuo date . 

Ma ritorniamo al nostro argomento per mostrare, che i sud- 
detti due problemi contengono evidentemente la costruzio- 
ne moderna delle equazioni di secondo grado. 

ftel primo di essi dimandasi di: Applicare ad una 
linea retta data un parallelogrammo uguale ad un data 
rettilineo , deficiente per un parallelogrammo tintile ad 
un altro dato ; c che altro mai è questo problema , se 
non in termini generalissimi la contrazione dell’ equazione 
x* — ax-|-ò*= o? Di fatti suppongasi che il parallelogrammo 
da applicarsi fosse rettangolo , ed un quadrato quell' altro 
cui dee esser simile il difetto di esso da quello applicato 
sulla linea retta data AB* espressa con a : chi non vedc'fig. 3.jY. 
che l’espressione algebrica dinotante il rettangolo da appli- 
carsi ( supponendo essere AC la base di tal rettangolo , 
c quindi CB 1* altezza , ed esprimendo quella per r , e 
quindi questa per a — x)*ia ox — x* ; che perciò indi- 
ca udo per ò* lo spazio al quale dee esso rettangolo farsi 
uguale , resterò 1* enunciazione di quel problema trasfor- 
mala algebricamente nell’ equazione ox — x* =£* , ossia 
x’— ox -f-ò’=o j donde apparisce che la soluzione di tal 
problema sia lo stesso, che la costruzione geometrica di que- 
sta equazione . E chi non ravvisa pure a tal proposito 
E infinita sapienza degli antichi, e di Euclide uella manie- 
ra com* essi seppero geometricamente esprimere i casi im- 
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possibili cff questo problema , clic tradotta io nostro liiT 
(piaggio algebrico diventa assolutamente quella espressio- 
ne stessa di cui ci serviamo ne* Corsi ordinarj di Analisi 
moderna per far rilevare tali casi . Similmente si potrà 
vedere , che Y enunciazione della prop. 29. sia V espressio- 
ne geometrica dell’ equazione x** — o.r — ^'=0, o dell' al- 
tra x 7 -\- ax — o j secondo die si ponga uguale ad a: la 
BC , o pure la AC , quando il parallelogrammo da ap- 
plicarsi diventi un rettangolo, ed un quadrato quell' altro 
di cui dee essere eccedente. Laonde non v'ha dubbio al- 
cuno, clic la costruzione geometrica che il Cartesio dà de' 
diverbi casi delle equazioni di secondo grado , conlicnsi 
manifestamente in quella de* problemi risoluti da Euclide 
nelle prop. 28. , c 29. del Libro VI. de' suoi Elementi. 

Ciò posto , allorché il parallelogrammo da applicarsi 
alla data linea retta è un rettangolo , ed esso dee esser 
deficiente , o eccedente , per uu quadrato , si dovreb- 
be nel primo di questi casi, secondo la costruzione Eueli- 
f.i 8.M. dea della proposizione 28., descrivere dalla EB* metà della 
r * AB un quadrato EGFB • e poi nell'angolo G di questo a- 
datlare l'altro quadrato GXPO uguale alla differenza del 
quadrato EF , e del rettilineo C , che può dinotarsi pel 
quadrato della linea retta Y ; si otterrebbe cosi il punto 
S nella AB , il quale soddisfa alla condizione del proble- 
ma , essendo il rettangolo di AS in SB il cercato . Or cbi 
non veilc che in questo caso descrivendosi sulla AB il se- 
micerchio AGB , si verrebbe ad avere il quadrato di QS 
uguale al rettangolo di AS in SB , e quindi uguale al da- 
to quadrato della Y 5 sicché il problema in tal caso sì ri- 
duce ad applicare in questo semicerchio la semiordiuata 
SQ uguale ad Y, di' c precisamente la costruzione Car- 
lesiana . Inoltre nell' altro caso la costruzione Euclidea 
^"consiste in descrivere dalla LB * metà della AL il qua- 
drato EL ; e poi applicare nell' angolo F di questo 1 * al- 
tro quadrato MVI uguale alia somma del quadrato EL, e di 
quello di Y, il quale si supponga pareggiare il dato retti* 
lineo C • donde risulta nella AB prolungata il punto O 
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soddisfacente al problema ; sicché il rettangolo AOB sarà 
quello che si voleva applicare. Ed è facile il vedere, che 
in questo caso i lati di tal rettangolo sieno uno la som- 
ma della meta di AB , col lato del quadrato che pareg- 
gia quelli che si descrivono dalla metà della retta data 
AB, e da Y, e 1 ’ altro sia la differenza di queste stesse li- 
nee rette ; dal che anche chiaramente risulta l 1 altra co- 
struzione Cartesiana per le equazioni di secondo grado com- 
prese in questo caso . E da ciò conviene conchiuderc, che 
gli antichi lungi dal non aver ridotto a regole generali la 
costruzione de’ problemi piani , detti da 1 moderni del secon- 
do grado ; tale argomento trovasi anzi da essi trattato ne- 
gli Elementi in maniera universalissima , ed in modo che 
da essa immautinehte si ricava la costruzione data dal 
Cartesio . 

E qui non vogliamo tralasciare di aggiugnerc al (in 
ora esposto ciò che al proposito , con moltissima avvedutez- 
za, c conoscenza in Geometria, dice rilaller, nello scolio alla 
prop. ili. del Libro Vili. de'Couici di Apollonio Pergeo da 
lui restituito: Veleribus Geometri s , ac speciatim Apollonio 
nostro rnos crai , Probi? mata pinna, prò resola tis habere , 
postquam rem co deduxerant, ut rcctangulam dato rvetan - 
gì ilo acquale sub la ieri bus quacsilis con strae ri tur , quo- 
rum surnma , Pei differentia datac rectae aequalis fu e ri t. 
Hoc aule ni docce Euclidei in 28 . et tsj). Elementi sexti , 
mostrando quo poeto applicandum sii paralldogrammum 
da rum ad rectam datarti , quod cxccdat , rei de fi ci ai pa- 
rallelogrammo curri s dato simili. Cujas quidem rei ge- 
neralissime propositae casus sunt particulares , applicare 
rectangulum rei quadratura ad rectam (titani , quod cx- 
ccdat , rei de fidai quadralo : bujusque effe diana postu- 
lane Geometrae Euclide poslcriorcs . E dopo ciò egli, at- 
tento che questi compeudj accennati delle proposizioni 
generali di Euclide occorrono frequentemente nella riso- 
lutone de' problemi , passa a darne eleganti soluzioni , 
come faremo anche noi qui appresso , e per la stessa ra- 
gione poc’ anzi detta , dopo di aver però recato un altro 
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luogo dello stesso Hallcy ricavato dallo scolio in fine del 
Lib. I. di Apollonio Pergeo de Sceltone Rationis . Un 
tal luogo è il seguente : TJtriusque autem applicationis 
effectionem ( cioè quella di un rettangolo ad una linea 
retta, deficiente, o eccedente di un quadrato ) docet Eu - 
clidcs in 28. et 39. prop, Elem. VI. quorum ope constru - 
xere velerei problcmala omnia plana ad has duas for- 
mula* redacta ; nempe ut cognita doti rectanguli summa 
vel differenza latcrurn , invertì rentur lettera si gì Iloti m . Ac 
sane prò resoluto habebatur apud eos omne problema , 
postquam ad haruni alteram pcrductum e rat : ut vcl ex 
hoc Libro y et ex Pappo ridere, est. linde subest mirari 
hacc duo Problemata generalissime ab Euclide constru età, 
a Tticquclo , Chulesio eorumque asseclis , ut inutili a , 
nulliusque momenti rrjici , nec commentario digna ccnseri. 
Et enim si loco parallelogrammi dati applicefur rectan- 
gulum ad rcctam datarti, quod deficiat vel cxccdat qua- 
drato , loco figurar paratie Ingrommar spedar datar. 
( rum rectangula et quadrala etiam parallelogramma sint ) 
res ni mi s manifesta est , quarti ut ulteriore indigeat crpli- 
ratione . Coincidi t autem cura vulgata aequatiónum qua- 
dra! i carnai uti trutte loquimur ) ejfectione : quae quidern 
comntodissirnc fit ad hunc modum . Ma ecco qui , come 
abbiamo di sopra premesso la soluzione di que' due Pro- 
blemi generali proposti da Fuclide ne’ casi loro particola- 
ri, ai quali specialmente liducoiisi in ultimo limite i Pro- 
blemi di secoi.do grado . 

Pbop. I. Probl. 

Applicare ad una data linea retta tm rettangolo 
deficiente di un quadrato, cd uguale ad un quadrato 
dato, non maggiore di quello che si descrive dalla metà 
dilla linea retta data. 

*fig,o. V. Sia AB * la linea retta data, e ’1 rettangolo da ap- 
plicarsi debba essere uguale al quadrato della data linea 
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retta C j c per la detenni nazione del problema non sia 
questo quadrato maggiore di quello che si descrive dalla 
metà della AB , 

Si divida la AB per metà in D , e se il quadrato della 
AD fosse uguale a quello di C , si sarà ottenuto ciò che 
si cercava . Ma se ciò non è , dovrà , per la determina- 
zione , essere il quadrato di AD maggiore di quello di 
C . Si tiri la DE pcrpeudicolare alla AB , ed uguale »C; 
prolunghisi la DE in F , finche EF sia uguale a DA , o 
DB j e poi centro E , intervallo EF si descriva il cerchio 
MPG, il quale seghi la AB in G, e descritto dalla GB il 
quadralo GBRH , si completi il rettangolo AGII L : final- 
mente giungasi LG . E poiché la AB c divisa per metà 
in D , saia il rettangolo di AG , GB insieme col quadra- 
to di DG uguale al quadrato di DB*, o a quello di EF , ¥ 5. lf. 
o di EG ; e perciò a quelli di ED , DG : quindi tolto 
di comune il quadrato di DG , resterà il rettangolo di 
AG , GB uguale al quadrato di ED , ossia di C . Ma il 
rettangolo di AG , GB é il rettangolo AH , poiché Gl! 
è uguale a GB. Laonde il rettangolo All è uguale al qua- 
drato di C $ ed è deficiente dal rettangolo AK. applicato 
all' intera AB , pel quadralo GK. . — C.B.F. 

Prop. II. Probl. . 

Applicare ad una data linea retta un rettango- 
lo eccedente di un quadrato , ed uguale ad un qua- 
drato dato . 

Sia AB* la linea retta data , e C il lato del qua-y. 10 ./V. 
drato al quale dee essere uguale il rettangolo da appli- 
carsi ad essa . 

Si divida la AB per metà in D , tirisi BE perpen- 
dicolare ad AB, ed uguale a C, e giungasi la DE : poi 
centro D, intervallo DE si descriva il cerchio FEG, che 
interseglii la AB prolungata in F , G • dalla BG si de- 
scriva il quadrato BGHK , e si completi il rettangolo 
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AGHL. Ed essendo la AD divisa per meta in D , e 
prolungata in G ■ il rettangolo di AG, GB , una col 
* 6. II. quadrato di DB sarà uguale al quadralo di DG * , o a 
quello di DE , o a' quadrati di DB , BE : laonde tolto 
il comune quadrato di DB, resterà il rettangolo di AG, GB 
uguale al quadralo di BE , o sia a quello di C . Ma il 
rettangolo di AG , GB è il rettangolo AH , essendo GH 
uguale a GB. Adunque il rettangolo AH è uguale al 
quadrato di C j ed è applicato alla linea retta AB, ec- 
cedenle pel quadrato BH. — C.B.F. 

Or per poco diesi rifletta sulle due precedenti solu- 
zioni , si troverà cl»' esse sono identiche a quelle da uoi 
di sopra recale, parlicclareggiaudo le soluzioni Eudidee 
della 28. e 99. , e solamente la costruzione del problema 
è in questi con maggior eleganza espressa , adattando la 
giusta al coso in quistione , e non già ricavandola dalla 
generale. Ma per completare questo argomento, ci sia per- 
messo di esporre qui appresso due altri casi di quegli stes- 
si problemi generali , ne* quali suppouesi che la quantità 
data sia un rettangolo , e non già un quadrato ; il die 
corrisponde alla costi uii onc geometrica delie equazioni 

x* *■— ax -J- be = o 
x* — (>x — he = o 

che a taluni analisti è anche piaciuto , ne' loro Corsi di 
Geometria analitica , costruire prima anche di ridurre il 
tetro termine a quadrato. Le soluzioni che recheremo si 
appartengono allo Sncdlio , geometra Olandese. 

Pftop. III. Probl. 

Applicare ad una data linea retla un rettangolo . 
uguale ad un rettangolo dato, e deficiente di un qua- 
drato : bisogna pere'», che il rettangolo dato non sia mag- 
giore del quadrato clic si descrive dalla metà della d*:- 
ta linea retta . 
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Sia AD 9 la linea retta data , ed il rettangolo dato 9 /. 1 1 iV. 
sia quello che condensi dalle linee rette C , D , non mag- 
giore del quadrato della metà di AB : bisogna applicare 
alla AB un rettangolo uguale a quello delle C , D , de- 
ficiente di un quadrato . 

Si tirino le AE , BF perpendicolari alla AB , dalla 
stessa parte di essa , e taglisi AE uguale a C , BF a D ; 
si giunga EF , c dividasi per metà in G ; poi , centro 
G, intervallo GE si descriva il cerchio, che seghi la AE 
in H , ed unita la IIF, tirisi per G la GK parallela alla 
IJF , e la GL parallela alla AE , che seghi la AB in L. 

E poiché r angolo EHF nel semicerchio è uguale 
all* angolo retto EÀB , saranno parallele le AB , I1F • che 
perciò essendo All uguale a BF , sarò >1 rettangolo di 
EA , AH uguale a quello di EA , BF , cioè di C , D . 

Or perchè le EG , GF sono uguali tra loro , ed AE , 

GL , BF sono parallele , dovrà essere anche AL uguale 
ad LB : è pure EK uguale a KII , ed il rettangolo di 
C , D , per la determinazione , non è maggiore del qua- 
drato di AL metà della AB. Adunque il rettangolo di EA, 

AH non è maggiore del quadrato di AL , o sia di KG . 
Aggiunto di comune il quadrato di EK , sarà il qua- 
drato di AK non maggiore de' quadrati di EK , KG , n 
sia del quadralo di EG ; e la linea retta AK non sarà per- 
ciò maggiore della linea retta EG . Or se la linea retta 
GE sia uguale all' altra GL, il cerchio EHF toccherà la 
AB in L ; ed il quadrato di AL sarà uguale al rettango- 
\o di EA , AH , o »ia di C , D ; come si cercava : che 
se poi le EG , GL sieno disuguali , e perciò EG la mag- 
giore, il cerchio EHF segherà la linea retta AB ne' pun- 
ti M , K . Si descriva dalla N B il quadrato NBOP , e si 
completi il rettangolo ÀNPQ . E poiché LM è uguale ad 
LN , ed AL si è dimostrala uguale ad LB , sarà AM u- 
guale ad JS’B , ed il rettangolo di AN , NB uguale all' al- 
tro di NA , AM , ossia a quello di E A , AH , ossia di 
C, D . Ma il rettangolo di AA , AB c il rettangolo AP, 
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per essere PN uguale ad NB. Adunque il rettangolo AP 
è uguale al rettangolo di C , D , ed è applicato alla li- 
nea retta AB deficiente pel quadrato BP . — C. B. F . 

Paop. IV. Pbobl. 

Applicare ad una data linea retta , un rettango- 
lo uguale ad un altro dato , eccedente di un quadrato. 

f . 13 .N. Sia AB* la linea retta data, e C, D sicno i lati 
del rettangolo dato : si vuole applioare alla AB un ret- 
tangolo uguale a quello di C , D , eccedente di un qua- 
drato . 

Si tirino le AE, BF perpendicolari alla Allupar- 
ti opposte di essa , ed uguali rispettivamente alle C , Dj 
giungasi poi EF , che si divida per meta in G , e cen- 
tro G, intervallo GE si descriva il cerchio EFH, che seghi 
AE in H : si unisca HF , e per G tirisi GL parallela ad 
AE ; ed intersegando il cerchio la AB prolungata in M, 
N, descrivasi dalla BN il quadrato BNPO , c si com- 
pleti il rettangolo ANPQ . Ciò posto, essendo l'angolo 
E 11 F nel semicerchio uguale al retto EAB , saranno pa- 
rallele le AB , IiF • che perciò essendo uguali le All , 
BF , sarò il rettangolo di EA , All uguale a quello di 
E A , BF , ossia di C , D . Or ML è uguale ad LN , ed 
AL ad LB j quindi sarò anche MA uguale a BN , ed il 
rettangolo di AN , NB sarà uguale a quello di MA , AN, 
ossia di EA , All , o di C , 1 ) . Ma il rettangolo di AN, 
NB è per l'appunto AP . Laonde il rettangolo AP è u- 
gualc a quello di C , D , ed è applicato alla linea retta 
Ab , eccedente pel quadralo BP. — C.B.F. 

E queste due ultime costruzioni non sono pure , che 
eleganti modificazioni di quelle generali date da Euclide 
nelle 28. e 39. del Lib. VI. , come ognuno potrò facil- 
mente rilevarlo . 

Dopo ciò dovremmo noi ancora entrare in discuasio- 
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ne sopra una difficoltà promossa dal Montucla nella Nota 
al Libro I. Part. II. della sua Storia delle Matematiche , 
cioè : che gli pareva non aver gli antichi ne' due casi delle 
equazioni dì secondo grado compresi nella 28. e 29. co- 
nosciuto il secondo valore della x • avendo sempre im- 
piegate quelle radici che sono cosi espresse : 

*=T i + V'(^+a*) 

e non mai le altre due 

eh' egli però conviene che sarebbe stato a quelli ugualmen- 
te facile il costruire, che le altre due. Ma non è questo il 
luogo per tale esame ; e ci riserbiamo a trattarne nella 
nostra Applicatone delt Analisi algebrica alla Geometria. 

Restaci ora a dire ancora qualche cosa contro 1 * im- 
putazione falsa data dal Cartesio agli antichi geometri , 
eh’ essi avessero trattati solamente que' problemi ne' quali 
s' imbatterono . Ma donde ha potuto mai essere egli in- 
dotto a ciò credere ! Non è certamente questo quello che 
Pappo ci ha lasciato detto nell 1 Introduzione al Lib.VII. 
delle sue preziose Collesioni Matematiche , allorché de- 
finisce il Luogo di Risoluzione essere : una certa spe- 
dai materia , che seguiva le ordinarie istituzioni elemen- 
tari di Geometria , preparata per coloro che voglio- 
no acquistare facoltà , c forzava He cose geometriche , 
onde risolvere i problemi che loro si propongono . Dun- 
que perchè noi ignoriamo iu massima pai te i metodi che 
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essi avevano per classificare » problemi , e per conoscerne 
anche le diverse soluzioni , non essendoci pervenute le 
principali delle loro opere , in cui forse tali cose si con- 
tenevano • o forse perchè essi non le ridussero in trat- 
tati didascalici , dovremo negar loro questa scienza ? 
E non ci annunzia forse una estesa conoscenza iu questo 
importante argomento l’altro luogo di Pappo nel Lib. IV. 
dopo la prop. 3o. , ov’ egli ci ha lasciato registrato, che 
gli antichi conobbero che il problema della trisezione an- 
golare è di natura solido; e dove ha parlato della tripli- 
ce distinzione eh' essi fecero de* problemi . La stessa e- 
stesa dottrina dei luoghi geometrici piani e solidi , che fu 
tanto coltivata fin da’ primi tempi della Geometria presso 
i Greci , e che formava parte principalissima del Lungo 
dì Risoluzione , non è forse anche un argomento fortissi- 
mo della scienza diretta, eh* essi ebbero per conoscere la 
natura de* problemi , e *1 metodo come costruirli ? E tut- 
ti gli altri loro Libri del Luogo suddetto , per taluno 
de* quali un solo problema ha formato un argomento geo- 
metrico completissimo, per la maniera come quelli lo han- 
no trattato, distinguendo i diversi casi , e le diverse di- 
sposizioni de* dati , non ci dimostrano ancora abbastanza 
tal loro scienza? Il negar dunque ad essi questa scienza 
diretta della natura, e della maniera di costruire i proble- 
mi c un* offesa fatta all* evidenza ; e solamente possiamo 
noi pretendere di averli sorpassati nella maniera piu faci- 
le onde assicurarci del grado di un problema , e nel p<r- 
ter sempre senza stenti pervenire, pe’ primi quattro gradi, 
ad un metodo generale di costruirli . 

In conseguenza di tutto il Un qui detto, potremo fran- 
camente dire , che il Cartesio trasportato dalla forza del 
suo fervente ingegno , e quasi fatto per solamente inven- 
tare , e non per apprender da altri , nel leggere le opere 
degli antichi, si permise di percorrerle leggiermente , che 
perciò fu verso questi ingiusto iu piu rincontri (*) , 

(*) Si legga a questo proposito anche ciò che iutor- 
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ALLA PllOP. XXX. 

Se Euclide non avesse avuto bisogno della prop. n. 
del Lib. II. nella costruzione della io. del Lib. IV , 

1' avrebbe certamente tralasciata , e si sarebbe limitato a 
ritirarla come conseguenza dalla prop. 3o. del Lib. VI. 

Ma non potendo ciò aver luogo , non dovevasi al contra- 
rio ricavar questa come corollario da quella , a cagione 
della sua importanza , quando anche Y ordine tenuto da 
Euclide ne 1 suoi Elementi lo avesse permesso . Ecco una 
delle ragioni per le quali la divisione di una retta in e- 
ttrema , e media ragione forma in questo Libro un proble- 
ma $ e la divisione di una retta in modo che il rettango- 
lo di tutta la retta in una sua parte pareggi il quadrato 
dell* altra parte , ne forma un altro nel Lib. Il: quantun- 
que la quistione sia la stessa, diversamente espressa. Ma 
oltre a ciò Euclide ha voluto con la sua costruzione del 
problema di dividere una retta in estrema e media ragio- 
ne , dare un saggio dell' uso importante della 29. del 
Libro Vi. nella costruzione di una classe di problemi. 

Alla Prop. XXXI. 

In questa dimostrazione si trovava tralasciata due vol- 
te r inversione delle quantità proporzionali, vi si è dun- 
que supplita, affinchè la conclusione si facesse convene- 
volmente , per mezzo della prop. 24 • del Lib. VI. Il clic 
ai eia già avvertito dal Clavio , e dal Simson . 

Alla Prop, XXXII. 

Questa proposizione , che a torto è stata sbandita da 

no al problema delle quattro rette , dice con molta sa- 
viezza il nostro Sig. Fergola nell' Introduzione al suo Trat- 
tato Analitico de Luoghi Geometrici , e nella Storia del- 
le Seiioni Coniche illustrate dal Giannattasio. 
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alcuni , tra i quali è il Tacque! , dagli Elementi , come 
inutile , ha un uso negli Elementi stessi , e propriamente 
serve alla proposizione 17. del Lib. XIII. 

Alla. Prop. XXXIII. 

Le parole » come quelli die sono posti a’ centri n ag- 
giunte in fine deir enunciazione di questa proposizione r 
nel testo greco ; e ritenute da tutt 1 i principali comenta- 
tori di Eudide, eccetto die dal Simson, sono sicuramen- 
te aggiunte da mano imperita . 

La seconda parte di questa proposizione poi non r 
di Eudide, ma un addizione di Teone, come egli stes- 
so lo afferma nel comen Lario alla prop. 5 o. dell' Almage- 
sto di Tolomeo . 

Alle Prop. A , B , C , D . 

Queste proposizioni sono siate dal Simson inserite nel 
Libro VI. del suo Eudide, la prima di esse subito dopo 
la prop. 3 . con cui è strettamente connessa, e le altre Ire- 
in fine di tal Libro . Le ragioni clic hanno indotto que- 
sto geometra accurato a dare ad esse luogo negli Elementi 
sono state , il trovarsi quella prima usata da Pappo Ales- 
sandrino coinè una verità elementare nella prop. 39. del 
Lib. VII. delle sue Collezioni Matematiche 5 c come tali 
spesso da’geomctri usate eziandio le altre tre. Queste ragioni 
del Simson aggiunte alle altre considerazioni , che la prop. A 
l'è un caso della prop. III. che diventa con ciò più generale • 
e die T altra prop.D serve di fondamento alla costruzione 
geometrica del nostro Canone Trigonometrico (VAI 
del pres. Corso) ci hanno obbligato a ritenerle. D'altronde 
non ci è sembrato a proposito d’ inserirle nel testo , non 
potendosi mai in alcun modo sospettare, che vi fossero sta* 
te recate da Euclide; die perciò le abbiamo tutte raccolte 
in fine» del Lib. VI , soddisfacendo così alle sagge inten- 
zioni del Simson , senza turbare affatto il testo , che per 
la mancanza di esse non era, però meno completo , e da 
supporsi mutilato. 
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A L L I B R O XI. 

Alla Def. IX. 

Questa definizione è l’ undecima del Lik. XI. di Eu- 
elide , e da noi si è dovuta trasportare in questo luogo , 
per premetterla all' altra delle ligure solide simili , in cui 
ne abbisognavamo . Ed in ciò non ci siamo discostati dal 
vero metodo di Euclide. In effetto nel Lib. I. del geo- 
metra greco si trova la definizione dell' angolo piano 
premessa a quella delle figure rettilinee ; quantunque in 
definir queste non si dovesse tener conto degli angoli : per- 
chè dunque non avrebbe dovuto Euclide serbare lo stesso 
ordine nel Lib. XI ? Che se tal definizione del Lib. XI. 
si trova posposta a quella delle figure solide , abbiamo 
tutto il fondamento di credere esser ciò avvenuto per cau- 
sa degli antichi espositori , i quali , come altre volte ab- 
biamo fatto osservare , hanno in mille lunghi sconciato il 
testo di Euclide . La nostra definizione è poi diversa un 
poco dalle due seguenti , die si trovano nel testo greco , 
c che ci sono sembrate alquanto oscure : 

Solidus angulus est plurimum quatti dunrum linearutn 
quae te te comingant , et non in eadem tini superficie , 
ad omnet lineai inclinatio — Vel solidus angulus est qui 
pluribus quarti dsiobus pia flit angulis compre he nditur , non 
exislcntibus in eodetn plano , et ad punctum constituiis . 

Alla Def. X. 

L’ idea di similitudine delle figure non è un' idea che 
il geometra può far dipendere dalla definizione che na 
dà ; ebe anzi questa dev' essere modellata sulla nozione 
positiva che lutti hanno della simiglinola , cioè che due 
figure sieuo simili, alloid.è l una è, per dir cosi, l’im- 
magine dell' altra , e che quindi da questo stato si passi 
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a quello «li perfetta uguaglianza subito che due degli de- 
menti omologhi della loro similitudine diventino uguali . 
Or la definizione delle figure piane simili che diede Eu- 
clide nel Libro VI. degli Elementi è precisamente model- 
lala su questi principi , come oguuno intende facilmente : 
non si vede però del pari questa stessa precisione osserva- 
ta nella definizione delle figure solide simili , eli’ è la 9 , 
delTXI® Libro di Euclide (*), e dalla quale non solamen- 
te non sì rileva la congruenza della nozione che vi si as- 
segna di tali figure co' principi finora stabiliti , su i qua- 
li dee esser necessariamente fondala , ma non v’ c inoltre 
quella necessaria correlazione colla definizione delle figure 
piane simili , com' era necessario, perchè una sola, e non 
due diverse fossero le nozioni di simiglianza geometrica. 
Forse Euclide, se pur sua è tal definizione, e no» di al- 
tri che a quella eh’ egli diede V han sostituita, credè che 
posta la similitudine de' piani delle figure solide simili , 
era superfluo il soggiugnervi f uguaglianza degli angoli so- 
lidi corrispondenti , poiché questi risultavano da uno stes- 
so numero di angoli piani rispettivamente uguali di quel- 
le figure rettilinee. Ma ciò nou poteva assumersi, e biso- 
gnava dimostrarlo; mollo piu perchè, come faremo vede- 
re in una Nota qui appresso, non ha sempre luogo, che 
augoli solidi compresi da angoli piani , uguali in numero 
ed in grandezza , e disposti colf ordine stesso sieuo ugua- 
li . Al contrario, se per criterio della similitudine delle fi- 
gure solide si adotti quello stesso dato da Euclide per le 
figure piane, cioè f uguaglianza degli angoli solidi , la 
quale in altro non può farsi consistere , che nel perfetto 
loro combaciamento , c la proporzionalità ordinata dei 
lati dintorno ad essi , facilmente si potrli derivare da tali 
condizioni 1’ altra immediatamente connessavi , che le fi- 
gure piane che terminano » solidi simili debbano essere 

(*) Una tal definizione è la seguente : Similrs figu- 
rar solidae sunt , quac limili bus plani* multi ludi ne acqua- 
libus condncntur . 
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i ispettivamente «inaili tra loro. Il Simson nel suo Euclide 
credè di compiere la definizione delle figure solide simili, 
che trovasi nel testo greco degli Elementi , aggiugnetido 
alla condizione, clic in esse dovevano esser simili i piani 
che le terminano, l'altra che gli angoli solidi di tali figure 
debbano essere rispettivamente uguali ed ei forse im- 
maginò, chela prima di tali condizioni era equivalente al- 
l'altra della propoi li onalith de' lati, onci' òche coll'aggiun- 
zione da lui fattavi della seconda , si veniva ad assegnare, 
per le figure solide simili, lo stesso criterio che per le piane si 
era già dato. Or noi adottammo da principio la definizione 
del Simson , che ragionando nella maniera poc' anzi detta ci 
sembrò buona j ma in seguilo, riflettendo meglio sopra di 
essa , avvertimmo , che per ridurla al seguo da non lasciare 
aleuti luogo ad equivoco, e per farla adequatamele corri- 
spondere all’idea di simiglianza, che nel principio di questa 
Notasi è stabilita, conveniva necessariamente aggiugnere 
alla proporzionalità dei lati dintorno gli angoli solidi, che 
que'lati proporzionali fossero omologhi; poiché in altro caso 
potrebbero a due figure solide competersi tutti gli altri attri- 
buti di simiglianza , senza che peto questa abbia effettiva- 
mente luogo. In fatti sicno i parallelepipedi AE, ne*, i *f >3.iV« 
quali abbiano uguali gli angoli solidi in A, a, perche com- 
prenda tre angoli piani rispettivamente uguali, cioè CAB u 
cab, DAB a d a l>, e DAC a dae; ma sia DA : AB :: ab s 
a d , AB ; AC : : a c: ab j e quindi DA : AC : : a c : ad-, 
vale a dire che non si corrispondano tali Uti in proporzione 
ordinata : ne risulti , come ognun vede, ciré sieno simili Tua 
l’altro i parallelogrammi BC, bc ; DC, de ; DB, db: ma non 
perciò le figure solide proposte si potranno dir simili , men- 
tre se suppongami uguali i lati AD, a b di tali figure , 
che sono gli elementi omologhi della similitudine , come 

(*) La definizione del Simson h questa : Siniiles Jt- 
gurae tolidae sunt , quae et singulos angulos solido s ac- 
qua/?* habent , et quae similibus plani s continentur , tftul~ 

Illudine acquali lui . 

20 
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«li abbiamo di sopra chiamali , 1’ uguagliane perfetta di 
e>H - non ne segue necessariamente. Nè tampoco ad essisi 
potrebbe adattare la dimostratone de' parallelepipedi simili 
latta da Euclide per la prop. 33. del Lib. XI. Inoltre sieno 
*/i4.IV.i parallelepipedi AE , a e* i quali, come poc’anzi , abbiano 
uguali gli angoli solidi in A, o, che perciò sieno equiangoli, 

. sia inoltre l’angolo T1AC supplemento dell’altro CAB, e per- 
ciò dac di r ab. Or suppongasi che tali parallelepipedi ab- 
biano ilati dintorno gli angoli uguali proporzionali nel se- 
guente modo, cioè stia AD : AB : : a b : a d, ed AB AC : . 
ad-, acj sicché si abbia poi, per equaiilà ordinata, AD: 
AC. :: ab : oc. Ciò posto, essendo l’angolo DAC supple- 
mento dell’altro CAB, di cui n’è anche supplemento 1’ an- 
golo ACF, saia l’angolo DAC uguale all altro A CI - e 
quindi ad ac/-, il perchè essendo ancora DA : AC ab, 

0 ,-/-. ac i parallelogrammi CD, ri saranno simili tra lo- 
ro : c nel' modo stesso si dimostrerà essere il parallelogram- 
mo CB simile all’altro cd. Sono poi anche simili i paral- 
lelogrammi DB, db. Adunque i due solidi AE , «e sa- 
ranno terminali da piani rispettivamente simili, cd avranno 

1 loro angoli solidi corrispondenti uguali, scusa clic però 
sieno effettivamente simili; mentre non potrebbero farsi coin- 
cidere tutte le volle clic i due termini omologhi AD, a b delle 
proporzioni clic hanno luogo in essi diventino uguali, come 
dovrebbe aver luogo nel caso che fossero simili. Nè tampoco 
potrebbe a questa sorte di parallelepipedi applicarsi la dimo- 
strazione della proposizione di Euclide poc’anzi delta, dalla 
quale per altro si rileva, che sebbene il criterio della simili- 
tudine non si ritrovi stabilito convenevolmente nella defi- 
nizione o del lib. XI. del lesto degli Elementi, pure tacita- 
mente le condizioni mancanti si trovano incluse, alloicl.è da 
Euclide si c trattato di fig. simili ncU’Xl', e nel XH° Libro. 

Ai.l* Dcf. XI. 

Dalla precedente nota chiaro si rileva , ohe la se- 
guente enunciazione , la quale trovasi nel testo greco de- 
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gli r h luruù per decima definizione del Lib. XI. , cioè : 
Acquali* et similes figurar solida e sant , qua e si mi li bus 
fdanis , moltitudine , et magnitudine acqualibus contine n» 
tur , non possa esser mai una definizione, ma sì bene un 
teorema da dimostrarsi vero, o falso. Roberto Simson eie- 
de, clic Teone, o altro antico editore siasi fatto inganna- 
re da una falsa evidenza , e di una proposizione ne ab- 
bia fatta una definizione; e molto a proposito soggiugtie: 
Quamvis i gitile veruni rssrt figurai solida $, quae si mi li bus 
planiSy moltitudine fi magnitudine acqualibus coniinentur , 
tntcr se ae quale s esse , merito tamen cu/pandus est is y qui 
ex hoc propositi one demonstranda defuiitioncm fecit . E 
questo ragionamento del Simson vien comprovato dallo stesso 
Euclide; mentre quest’accurato geometra nel Libro 1. dc'suoi 
Elementi dimostrò, e non assunse, che due triangoli i quali 
hanno i lati rispettivamente uguali sieno uguali. E se tro- 
viamo per prima definizione del Lib. 111., che cerchi u- 
guali sono quelli y che hanno uguali raggi , ciò niente può 
provare in favore di coloro, che hanno ritenuta nel Lib.XT. 
la def. io (*). Ma ha poi ragione il Simson di esclamare: 
Quid autem diccndum si hacc proposito non vera siti nonne 
confi te ndum est geometras per tnille tercentos annos in hoc 
re elementari deceptos fuisse ? La maniera nella quale egli si 
sforza di provarlo , è una sottigliezza aliena dalla purità 
geometrica , e da quella semplicità che dee porsi negli 
Elementi di questa scienza . Del resto tal quistione non 
contribuisce per niente al nostro scopo di render gli Ele- 
menti di Euclide senza neo, e perciò la tralasciamo . Si ri- 
scontrino intanto le altre note alle proposizioni A, B, e 28 . del 
presente Libro, che sono come il compimento della predente 

Alla De t . XIL 

Negli Elementi di Solida pubblicati nel 1804 cam- 
biammo questa definizione nella seguente altra : m Se i ver- 

(*) Nota alla def % 1 . Lib. III. 

♦ 
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>i tici degli angoli di un poligono si congiungano con nn 
» punto sublime ; il solido racchiuso dagli emergenti ui- 
i» angoli, c dal sottoposto poligono, si dira piramide «: la 
qual definizione fu pur ritenuta nelle prime cinque edi- 
zioni del nostro Euclide , serbando però , dalla seconda 
di queste in poi , pel prisma la definizione Euclidea , 
che precedentemente avevamo fatta in maniera analoga 
alla poc 1 anzi recata per la piramide . Ma in seguita es- 
sendoci avvisati di non cambiare il testo , che solamente 
ne' luoghi ore fosse guasto; e riflettendo, che il principale 
oggetto di Euclide nel definire la piramide, e '1 prisma era 
stato quello di dichiarare esser questi solidi compresi da 
piani , il che meglio otlenevasi con la sua , che con al- 
tra maniera di defluirli , resti minano a dirittura la defi- 
nizione 12. del Libro XI. data da Euclide „ 

Alle Def. XVIII , e XXL 

Chiunque sa, che le cose contenute in un libro elemen- 
taic di Geometria, non debbono esser mai piu generali dd- 
l' applicazione da farscuc, e che quindi le definizioni deb- 
bono essere ad esse proporzionate , non dimanderà certo , 
perchè mai Euclide abbia definito particolarmente il cono , ed 
il cilindro , cioè il solo cono, e cilindro, clic , data la defi- 
nizione generale di questi solidi , si direbbero retti , perchè 
hanno il loro asse perpendicolare alla base . Or ognuno per 
poco versalo che sia nelle cose geometriche sa bene , che le 
poche verità del Lib. XII. circa il rapporto di questi solidi, 
sono le sole delle quali occorre servirsi nell 1 intero Corso 
delle Matematiche ; che perciò , sebbene esse si apparten- 
gano ugualmente al cono, ed al cilindro in generale, ed 
il rilevarle si generalmente, die particolarmente sia pres- 
so a poco lo stesso ; pur tuttavia Euclide , per ragion di 
metodo , e per ima certi semplicità dementare , si con- 
tentò dimostrarle per lo cono, e per lo cilindro retto so- 
lamente ; e quindi non dovè dare , che le definizioni di 
questi solidi , e non già quelle del cono , e de! cilindro in 
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generale . Di piu V aver noi ritenute per tali solidi le defi- 
nizioni Euclidee, com'era conveniente , giusta il poc'anzi 
detto, ci ha anche proccurato 1* altro vantaggio, di non es- 
sere stali obbligati nei Libro sulla Sfera e sul Cilindra 
di aggiugnere , ogui volta che si è parlato del cono , ec- 
cetto che nella prop. 1 4 * la condizione eh' esso sia retto , 
cioè isoscele , come lo chiama Archimede; mentre le verità 
ch’egli dimostra per questo solido, ad una tal sola specie di 
esso , e non già al couo in generale si appartengono . 

La distinzione del cono io rettangolo , acutangolo, ed 
ottusangolo , della quale si la menzione nella soggiunta alla 
dei'. ìB, ritenuta da tutti gli espositori, era importante nel* 
la Geometria gTeca, prima di Apollonio ; poiché ciascuna 
delle sezioni coniche notisi sapeva altrimenti ottenere, che 
in ciascuna di queste specie di coni ; cd Euclide dovè per 
tal ragione collocarla in questo luogo , per poi valersene 
all' uopo nelle sne Saloni Coniche , opera disgraciatameute 
perduta . E forse egli in tal luogo dovè corredare tal distin- 
zione dell' opportuna dimostrazione , che quautuuque as- 
sai facile e chiara , non però potea egli tralasciarla. Cam- 
pano , Commandini, Clavio, ed altri ve V hanno supplita'. 

La definizione generale del cono si troverà nel volume se- 
guente, ove sarà trattato delle Sezioni Coniche j ed in modo a-» 
nalogo potrà farsi da ognuno quella generale del cilindro. E vo- 
lendola ancora in forma generalissima potrà riscontrarsi il uo~ 
stro Trattato dì Geometria di Sito , sul piano e nello spazio r 

Alla Prop. I, 

Nel testo greco, in fine della dimostrazione di questo teo- 
rema , per argomento die due lìnee rette non possano avere 
un comune segmento , si trova aggiunto : » poiché una linea 
» retta con un'altra non può convenire in più di un punto, 

» senza che tali linee rette coincidano k. Ed i corneo ta tori del 
testo greco, sebbene cercarono dimostrare quel passaggio di ri- 
duzione ad assurdo, per la dimostrazione della prop.i.lib.XI, 
nulladimeno ritennero questa soggiunta resa per loro inutile. 

*» 
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Le versioni dall'arabo non la contengono, e rimandano 
perla dimostrazione di quel passaggio di riduzione alla i3. del 
Lib.l., senza che però da questa siesi ciò latto specialmente 
rilevare (Feg, il Campano , il Tartaglia, il Zamberto, ec.). 

Altri , tra i quali il Clavio , e '1 Grandi, stabilirono 
per assioma, che : due linee rette non possono avere un co- 
mune segmento j e così credettero di aver ovviato all' e- 
salla conclusione nel dimostrare il presente teorema . 

Finalmente il Simson , seguendo i traduttori dall' a- 
rabo, tacque aneli’ egli quella soggiunta, che crede inseri- 
ta nel testo greco da mano imperita, dovendo ciò che in 
essa si asserisce dimostrarsi , e non assumersi 5 ed ei con- 
chiuse la diraos' razione della prop. i. Lib. XI. con citare 
il cor. «Iella n. Lib. I. , ove aveva dimostralo, che due linee 
rette non possono avere comune segmento 5 la qual cosa a 
noi e sembrato più regolare dedurre dalla i3. Lib. I., perfe- 
zionando cosi ciò che avevano fatto i traduttori dall' arabo. 

Intanto c da avvertire , che la dimostrazione di Pro- 
clo ritenuta dal Commandini , e da altri, per provare che 
due linee rette non possono avere comune segmento. ( Veg. 
il coment, di Proci, alla Prop. t. El. /. ) e quella im- 
plicita derivazione di tal principio dalla i3. Libro I. , 
de' cementatori arabi, non che l'altra del Simson , poc'anzi 
accennata , non possono adattarsi convenevolmente a com- 
pletare la dimostrazione della prop. t. Lib. XI, senza 
mostrare , che la linea retta proposta, e quella che si ot- 
tiene col supponi prolungata nel sottoposto piano la par- 
te eli’ è in esso, esistano io un medesimo piano ; come da 
noi si è eseguito . 


Alla Fuor. II. 

Nel testo di Euclide , la prima parte della presente 
prop. sì trova enunciata nel seguente modo : Ogni trian- 
golo è in un piano. Or non essendo possibile, eli’ Eucli- 
de abbia voluto in questo luogo dimostrare ciò che ave- v 

va assunto ne' primi sei Libri , bisogna supporre , che 
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F enunciazione di tal proposizione lia stata da alcuno mu- 
tata , c viziata ; che perciò noi , ad imitazione del Sim- 
son , r «libiamo cambiata in quest* altra : Tre punti che 
non istieno per diritto sono in un piano . E per la dimo- 
strazione di questa verità ci siamo serviti di quell* istesso 
semplicissimo ripiego del quale si era valuto il Simson . 

Alla Paop. III. 

Questa prop. si trova dimostrata ne* nostri Elementi 
in una maniera diretta , eli' è pure alquanto più sempli- 
ce di quella adoperala nel testo greco. 

> 

Alla. Puoi». VII. 

Questa prop. è stata senza dubbio intrusa nel testo greco 
<la qualche antico espositore, per un malinteso rigore . Im- 
perocché la verità che in essa si dimostra, cioè che : La 
linea retta che unisce due punti presi in due linee rette 
parallele , cade nel piano di queste » vale a dire: La linea 
retta che unisce due punti in un piano cade nel piano stesso, 
è compresa nella natura della linea retta, e del piano , ed 
è stata varie volte assunta dallo stesso Euclide; del che potrà 
vedersi un esempio nella prop. 3o. Lib.I. E ciò mostra chia- 
ramente, ch'egli non credè mai necessario il dimostrarla. Av- 
vertasi pure, che, come altra volta fu accennato , Archimede 
fondò su questa nozione il carattere della superficie piana, nel 
che il Siroson lo ha seguito (F'eg.la Nota alla def.q.Lih.f). 

Inoltre la dimostrazione di- questa prop. 7 è fondata 
svila prop. 3 de} Libro stesso , nella quale si assume da 
Euclide ciò che nella prop. 7 si vuol dimostrare : e lo 
stesso si trova anche assunto nella dimostrazione della prop. 6 : 

Le addotte ragioni ’ci hanno determinato a tralasciare as- 
solutamente tal proposizione in questi nostri Elementi . 

Alia Prop. XV. 

Nella dinoj trazione di questa proposizione , dopo di» 
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y.i 3. XI .essersi dello, » Or essendo la BÀ parallela alla GH*« tì 
si è aggiunto il seguente passaggio necessario, » per essere 
ii ciascuna di tali linee rette parallela alla DE , con cui 
» non sono nel piano stesso «, il qual passaggio dorè sicu- 
ramente esistere nel testo greco , prima che imperita ma- 
no nel cancellasse . Che poi tal dimostrazione sia stata da 
taluno corrotta , lo mostra anche evidentemente il trovarsi 
nella continuazione di essa detto :» e per la medesima ra gio- 
ii ne (cioè per quella onde si era dimostratala BG perpen- 
» dicolare al piano delle BA , BC ) la BG è perpendico- 
li lare al piano per le GH, GJv», mentre gli è perpendicolare 
per costruzione . Or noi nella nostra versione abbiamo cor- 
retto , giusta le qui recate indicazioni , la presente dimostra- 
zione • e prima di noi lo stesso aveva anche fatto il Simson. 

Alla Prop. XX. 

Nui principio di questa dimostrazione si trova nel te- 
*f. i8.XI.sto greco : u ma se non lo è, sia BAC* il maggiore « . Or 
siccome V angolo BAC può essere uguale aduno de' rima- 
nenti , si è perciò dal Simson, e da noi detto, n ma se non 
» lo h , sia T angolo BAC non minore di uno qualsivo- 
ii glia dt' rimanenti , maggiore però di DAB ». 

Alla Paop. XXI. 

Cade qui a proposito il far rilevare, che non possono co- 
stituirsi altri angoli solidi con angoli piani di figure rettilinee 
regolari, che cinque solamente. In fatti dagli angoli piani del 
triangolo equilatero si possono costituire tro specie di angoli 
solidi, combinandone insieme tre, quattro, o cinque, lino alla 
qual sommasi ha sempre una quantità minore di quattro retti: 
mentre da sei in poi tal quantità si fa uguale a quattro retti, 
*c.a.3i.I.o maggiore*. E chiaro ancora, che dagli angoli del quadra- 
to non possa costituirsi che semplicemente l'angolo solido 
contenuto da tre di' essi. E si potrà pure costituire un angolo 
solido con tre angoli del pentagono regolare insieme presi, 
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perchè questi fanno meno di quattro retti * . Al contea -Vor.cif. 
rio non se ne potrà costituire uno da tre angoli dell' esa- 
gono regolare , che (anno già quattro retti , e molto me* 
no se ne potrà costituire uno con tre angoli dell' ettagono 
regolare , o di altra figura di maggior numero di lati . 

Or il primo de'cinque summentovati angoli solidi è quello 
del tetraedro , il secondo del {'ottaedro, il terzo d eìVìcotatdro^ 
che come fu detto nelle definizioni 26, 27, e 29 dellib. XI sono 
figure solide terminate da triangoli equilateri uguali. Di più 
l'angolo compreso da tre angoli retti si appartiene alcuno, ed al 
dodecaedro quello ch'è contenuto da tre angoli del pentagono. 

Delle quali cinque figure solide se ne vede un’elegaule costitu- 
zione nel Lib.XIIl. degli Elementi di Euclide, da noi riportato. 

Alla Prop. XXII. 

E qu\ , del pari che nella prop. 20 , si trova detto 
nel testo greco , e da tutti gli espositori , verso il principio 
della dimostrazione riportata nell' ali ter, eh' c quella alla 
quale ci siamo attenuti : » ma se no , sieno disuguali gli an- 
» goli AI1C , DEF , GiiK* , e sia l'angolo ABC maggiore diy 20.XI. 
1» ciascuno di quelli iu E, ed in H «; il che , come ridette be- 
ne il Simson, mostra evidentemente, che questo luogo sia sta- 
to viziato , potendo benissimo aver luogo , che l'angolo ABC 
pareggi l'uno degli altri due in E , ed in II. Ha però bisogna- 
to emendarlo, come si trova (atto nell'esposizione nostra. 

Alla Prop. XXIII. 

La soluzione che dà Euclide del problema contenuto 
in questa proposizione è assai elegante , per meritare la 
preferenza sulle altre che ne sono state congegnate in di- 
verse istituzioni moderne di Geometria ; e noi V abbiamo 
perciò ritenuta, modificandone alquanto la dimostrazione , 
che alla maniera del Simson riesce assai più semplice , ed 
elegante di quella che trovasi nel testo greco . Avvertasi 
pure , che secondo la costruzione Enclidea basta che gli 
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angoli sitino dati di sola grandezza , mentre per le altre 
costruzioni si esige che di essi ne sia data ancora la specie. 

Or a compiere la cosJrur.inne di Lil problema vi è 
bisogno di esibire un quadrato uguale alla differenza di 
due altri dati disuguali ^ e ciò si esegue facilmente descri- 
vendo dal lato del quadrato maggiore un semicerchio, ed ap- 
plicando in esso dall'un estremo del diametro la corda quanto 
il lato del quadrato minore ; la congiungente il punto ove 
questa incontra la semicirconferenza, con T altro estremo del 
diametro sarò il lato del quadrato eh* è la differenza dc'da- 
ti. Lo che rilevasi dalla 47* Lib. I. e 3i. Lib, 111. 

Alle P«op. A, f. B. 

Nella prop.?5. di questo Libro, Euclide assume la prima 
volta, che: due solidi terminati da piani simili, cd uguali, 
sieno uguali , e simili. Adunque era necessario che questa 
verità si dimostrasse prima della a5. E siccome i solidi dt 
cui trattasi nella a5. sono parallelepìpedi, e che in generale 
negli Elementi non si tratta d'identici tfe, che tra figure solide 
i cui angoli solidi sieno compresi da tre soli angoli piani* per- 
ciò era sufficiente, che la dimostrazione poc'anzi detta si limi- 
tasse a questo solo caso . Or per questa dimostrazione si esige- 
va, coni’ ì: chiaro , c come si è detto anche nella Nota alla def. 
io, che si fosse prima dimostrato, che : due angoli solidi con • 
tenuti da tre angoli piani rispetti vomenti uguali , e similmen- 
te posti sieno uguali ; clic perciò noi abbiamo dovuto premete 
tere alla a5,come due lemmi, le prop. A, e B, dalle quali 
l’uguaglianza degli angoli solidi contenuti da tre angoli piani, 
e l'uguaglianza, e similitudine delle figure solide , che hanno 
le condizioni espresse nel principio di questa nota, resta geo- 
metricamente stabilita. Vale a dire, che per mezzo di questi 
lemmi restano rigorosamente dimostrate le prop. a5,e a6 del 
Lib. XI ; e quindi le tante altre, che sopra di esse sono 
fondate, e che trovami nel Libro stesso , e nel seguente. 

Il Simson per dimostrare la prop. A vi ha premesso 
V altro lemma , che . » $e vi sieno due angoli sqlidi , o- 
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£nuno contenuto da tre angoli piani uguali tra loro, funo 
off altro ; i piani ne 1 quali esistono gli angoli uguali , fa- 
ranno similmente inclinati : » ed una tal verità si trova 
al contrario compresa nell 1 uguaglianza degli angoli solidi 
proposti , quando questa si dimostri indipendentemente da 
quella . Or noi avendo trovata in Euclide stesso , e nel me- 
desimo Lib. XI. una dimostra/ione , die .par»» ordita piut- 
tosto a quest 1 oggetto, che all'altro cui trovasi destinata, quel- 
la cioè della prop. 35, l'abbiamo preferita alla dimostrazione 
del Simson; anche perchè tal dimostrazione dà per immediata 
conseguenza una verità della quale si ha bisogno nella 36 del 
Lib.Xl, e che Euclide, e T l Simson erano obbligali a dimostra- 
re precisamente con quel ragionamento , che a noi è servito 
per dimostrare l'uguaglianza degli angoli solidi di cui trattasi 
nella prop. A (K rgg. la Nota alla prop.Z5. di questo Lib .). 

Che poi non abbia luogo generalmente, che gli angoli so- 
lidi contenuti da angoli piani in numero maggiore di tre , i 
quali sieno rispettivamente uguali, e disposti con l’ordine 
stesso sieno uguali, la qual cosasi è già accennata nella No- 
ta alla def. 10 . di questo Lib., si può dimostrare uel seguente 
modo. 

teorema. 

Con quattro angoli piani, disponendoli collo stes- 
so ordine , si può costituire una moltitudine di ango- 
li solidi disuguali . 

Sieno M, N, P, Q* quattro angoli piani , da 1 quali 1 ^ i5.A" 
si supponga già costituito l 1 angolo solido in A , tal che 
gli angoli BAC, CAD, DAE, EAB sieno rispettivamente 
uguali a'proposti M , N , P , Q : dovranno due contigui 
di essi, come B AC, CAD, esser maggiori o uguali «'rimanenti 
DAE , EAB , e però questi risulteranno sempre minori di 
due retti *. Sieno primieramente i due angoli BAC , CAD*ai.XI. 
maggiori degli altri due BÀE , EAD : e poiché essi an- 
goli BAC , CAD sono anche maggiori di BAD •’ però"ao.XI. 
ciascun di essi con BAD sarà maggiore del rimanente , 
cioè BAC -j- BAD sarà maggiore di CAD, c CAD -f- DAB 
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sali maggiore di BAC . Or BAD è minore de’ due altri 
•io.XI. angoli BAE , EAD * ; adunque se questi sostiluUcansi a 
quello , risulterà la somma degli angoli BAC , BAE , 
EAD maggiore di CAD , e quella degli angoli CAD , 
DAE , E AB maggiore di BAC : è puro la somma degli 
angoli BAC , CAD maggiore di quella degli altri BAE , 
EAD ; laonde da tre angoli BAC, CAD, e BAE EAD 
cioè M , N , c P + Q si polii costituire un angolo soli- 
*20,021 do * . E similmente si dimostrerà clic possa costituirsen e 
X • uno (lai (re angoli M, Q, ed N -J- P , se la somma degli an- 
goli M, Q suppongasi maggiore di quella degli altri N , P. 

Si costituisca il primo di tali angoli solidi, e sia quel- 
lo in a avente l'angolo hoc uguale ad M, end uguale 
* a 3 .Xl.ad N , c Aad uguale a P -f- Q *; c poi al punto a della 
a b si costituisca l'altro angolo solido compreso da’ tre angoli 
*a 6 .XI.A ac uguale ad M, Aae uguale a Q, e e a c uguale ad N-f-P *; 
c per un punto c preso nell’un dedali a c dell'angolo solido in 
a s’intenda condotto un piauo perpendicolare ad esso , che 
incontri gli altri lati ne’punti b , d . Or se il piano dell'an- 
golo cad s’intenda rivolgersi dintorno alla ae, e verso quel!» 
dell'angolo cac; è manifesto clic a misura die si avvicina 
l’ angolo cad all’altro c a e si andrà minorando I’ angolo 
b a d ; di tal die passando il punto d in d' sia 1 ' angolo 
b a d' minore di b a d , e perciò di P — f- Q : clic però si 
potrà costituire al punto a della a A un angolo solido con gli 
angoli And’, P, Q, clic sia quello compreso dagli angoli 
d‘ a c' [P], A a e' [Q], e A a (T; ed in tutti questi casi verrà 
a risultare nel punto a un angolo solido compreso da quattro 
angoli piani A a c [W], cad' d a e’ [P], e" ab [Q] 
disposti sempre col medesimo ordine. Ma quando nel sud- 
detto rivolgimento dd piano cad la ad cade nel piano 
dell'angolo c a e, come la ad", in tal caso l'angolo solido 
da costituirsi oo 'quattro proposti angoli piani M , N, P , Q, 
diverrà l’angolo triedro costituito al punto a dagli ango- 
li A a c [ M ] , A a e [ Q ] , c cad" + d"ac [N + P]f 
( sarà questo l’altro limite della variazione dell'angolo solido 
costituitile da'quattro angoli piani proposti M, Pi, P, Q ' r 


Digitized by Google 



CmiTlCllE , E GEOMETRtenE 


543 LlB.ll. 


di laiche questa variazione sia compresa trai limili bad uguale 
aP-J-Q,e cac uguale ad N -|-P, tra 'quali si vede perciò, clic 
potrà costituirsi una moltitudine di angoli solidi tetraedri, co* 
medesimi quattro angoli piani disposti con lo stesso ordine. 

Che se gli angoli M , N insieme presi risultino ugua- 
li agli altri P , Q presi insieme $ ritrovandosi , o no an- 
che gli angoli N , P uguali agli angoli M , Q : in que- 
sti due casi la dimostrazione procederà nel modo stesso 
che nel caso precedente, sol che i limiti rappresentati da- 
gli angoli bad , cac suppongaci per poco minori , il 
primo di questi di P Q> e Miro di N-f-P* e di piu com- 
presi aneli* essi tra i limiti dinotati , per lo primo dalla 
somma degli angoli P, Q, e dalla differenza degli altri M, N, 
e per l'altro dalla somma degli angoli N , P, e dalla diffe- 
renza degli altri M , Q. E perciò è chiaro , che eziandio 
in questo caso si potranno costituire moltissimi angoli solidi 
dai quattro angoli piani proposti . — C, B. D. 

Scol. Questa nostra dimostrazione ci è sembrata pre- 
feribile a quella del Simson, non solamente perchè piu sem- 
plice ; ma ancora perche da essa si ricava un facil modo da 
conoscere quando due angoli solidi compresi da piu di tre 
angoli piani disposti con lo stesso ordine sieno uguali . In 
fatti da essa si rileva chiaramente, che questa varietà di an- 
goli solidi compresi da quattro angoli piani dipenda dalla 
diversità dell'angolo bad, o pur da quella dell'angolo cae , 
ciascun de'qualì si comprende da due lati opposti dell'angolo 
solido in a j che perciò sarebbero uguali i due angoli solidi in 
A, a, ciascuno compreso da quattro angoli piani uguali, e 
similmente posti , se mai gli angoli J1AD , 1 a d fossero ugua- 
li , nel qual caso lo dovrebbero esser pure gli angoli CAE, 
eoe; o al contrario . Vale a dire , se essi angoli solidi 
dividonsi in due altri angoli solidi , ciascuno compreso da 
tre angoli piatii uguali , e similmente disposti. Ed in ge- 
nerale è facile il rilevare, che sono uguali due angoli solidi, 
ciascuno compreso dallo stesso numero di angoli piani quanti 
si vogliano, semai essi di vidansi ordina tamen te in angoli 
solidi ciascuno contenuto da tre angoli piani similmente j o- 1 
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sii, ed uguali rispetti tramenio . Ha avuto dunque torto il 
Cla v io di soggiugnerc dopo la definizione dell' angolo solido : 
Ex bis vero pertpicuum cuivis erti , iUos angulos solido * 
inier se esse aequales , qui continentur angulis planis et 
moltitudine , et magnitudine aequalibus . Nam hujusmodi 
angoli sibi mutuo congruente si tese penetrare intclligantur. 

Alla Prof. XXIV. 

Nell' enunciazione di questa proposizione, si trova o- 
messo nel testo , che i parallelogrammi opposti dej paral- 
lelepipedo debbano essere anche simili ; e la stessa omissione 
si ravvisa in que’ luoghi della dimostrazione ove ciò occor- 
reva notare 5 cd il Siuison , c noi abbiamo supplito a tal 
mancanza. Anche il Kcill , nella sua edizione dell' Euclide 
di Cominandini, ristampata piu volte in Oxford ad uso del- 
le scuole d' Inghilterra, avvertì tale omissione, dalla qua- 
le ne seguiva di non potersi conchiudere nella seguente 
prop. T uguaglianza de' solidi parallelepipedi che in 
essa occorrono, per mezzo della def. io del Libro XI , e 
vi supplì in un corollario alla presente proposizione . 

Alla Prop. XXV. 

Dopo la prop. A, e l'altra B, da noi aggiunta al pre- 
sente Lib. di Euclide , la dimostrazione di questa proposi- 
zione 2 5 diventa rigorosa : non lo era però cosi allorché tal 
dimostrazione fondavasi sulla def. io del Libro XI, il con- 
tcnutodella quale nou formava soggetto di definizione, ma di 
teorema da dimostrarsi {Veg.la Nota alla def, io. Lib, XI.), 

Aula Prop. XXVI. 

Nel testo greco di questa proposizione si trova as- 
sunto , che : due angoli solidi compresi ognuno da tre 
angoli piani rispettivamente uguali , sieno uguali tra loro , 
e lo stesso sistema hanno serbato tutti i comentatori , cd 
espositori, degli Elementi di Euclide 7 eccetto il Simson . 
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Or una lai proposizione corrisponde perfettamente a quest al- 
Ira : Due triangoli sferici , che hanno i lati rispettivamente 
uguali , hanno anche uguali gli angoli corrispondenti , e 
possami far coincidere , che Menelao crede , che fosse ne- 
cessario il dimostrarla nella sua Sferica ; e n’ ebbe ragio- 
ne : come dunque si potrà poi assumere negli Elementi 
di Geometria la proposizione analoga sopraddetta ? Noi 
abbiamo rimediato a questo difetto nella nostra prop. A . 

Il Tacquet nel suo Euclide definisce gli angoli solidi uguali 
esser quelli, die » posti l'uno nell'altro coincidono «: ma ciò, 
dice bene il Simson, è un assioma, non già una definizione. 

Alla Puoi». XXVIII. 

Non vi è difetto negli Elementi di Euclide , che non 
costi caro assai il toglierlo; il neo delle parallele, dii non 
sa di quanto peso sia stato , c quanto abbia travagliato 
per lungo tempo invano le menti de' sommi geometri an- 
tichi , e moderni ; e finanche la semplice oscurità della de- 
finizione 5 del libro V. è stato un oggetto da far devia- 
re moltissimi dal vero sentiero per istabilire una geometri- 
ca dottrina delle ragioni uguali . Ed Euclide aitando la 
Usta dalla sua tomba avrebbe ben ragione di difèndersi 
dalle imputazioni che gli sono state perciò date, dicendo: 
» Geometri che per sì lunga serie di più di ai. secoli 
>» avete camminato sulle orme da me segnate, sovvenga- 
li vi , che tutti i vostri sforzi riuniti non sono stati bastati- 
li ti a togliere da’miei libri di Geometria que'difeiti , che 
il la mia mente sola non valse a superare . E pure io 
il in comporli non mi dovei solamente limitare ad una 
11 semplice compilazione di verità già conosciute , ma vi 
11 stabilii quel sistema ammirabile di esse, che or tanto vi 
♦1 sorprende ; vi dovei supplire non poche verità , che 
11 mancavano alle già rinvenute , per formare quella ca- 
li tena prodigiosa che ora vi osservate , e che rende tal 
!• mia opera , dopo tanto tempo , e dopo si grandi pro- 
ti gresil delle Matematiche , ancora molto superiore a tutti 
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» gli sforzi inutili che ti sono fatti per mutarla ; e che 
» vi diedi in essa con ordine certo , e rigoroso quelle tan- 
ti te verità , che bastavano agli aumenti successivi della 
» Geometria , e delle Matematiche iu generale , evitando 
» con una sagacia impareggiabile il superfluo , die disdi- 
» ce sempre in un libro di Geometria elementare . 

Ma eccoci ad un altro scoglio in cui è urtato il Sim- 
son , per evitarne uno in cui era incorso Euclide . Dopo 
di aver egli rigettata la definizione io del Libro XI * e 
di aver data una piu esatta nozione delle figure solide 
uguali , e simili nella prop. C del suo Lib. XI , di' è la 
stessa della B del nostro , bisognava necessariamente non 
dipartirsi da questa nozione nell* applicazione che dovea 
farsene . Or nella dimostrazione della prop. a8 di un tal 
libro , si trova dal Simsou tirata una conseguenza piu ge- 
nerale delle premesse : imperocché egli , dopo di aver dimo- 
strati uguali, l’un T altro, i piani che terminano i prismi 
•/sìJ.XI.BAGDCE , BUGDFE* , conchiude, che il primo di tali 
solidi sia uguale al secondo: etenirn (dice egli) planis si- 
miti bus , inulti ludi ne et magnitudine acquali bus , a sìmili ter 
postu s contine ntur , et nullus ex ipsorum angui is solidi a 
conlinetur pluribus quam tribus angutis planis : rimetten- 
dosi per tal conseguenza alla citata prop. C del Lib. XI. 
Ma il Simsou tutto che accortissimo geometra non avver- 
ti , clic T essenzialissima condizione di simititer positi s 
non aveva luogo , che nel solo caso di un parallelepipedo 
i cui lati insistenti alle basi gli fossero perpendicolari, e non 
gik negli altri casi j che perciò tal sua dimostrazione cade in- 
teramente . Euclide commise senza dubbio aneli' egli una ir- 
regolarità geometrica , allorché stabili per definizione l’ugua- 
glianza , e similitudine de'solidi terminati da piani 5 ma egli 
si contento piuttosto di assumere come principio una cosa 
che gli pareva abbastanza chiara, e non errare in conseguenze 
dimostrando , nel che un geometra non dee mai peccare . 

Eer le anzidette ragioni , fin dalla quarta edizione 
de' nostri Elementi, correggemmo questo difetto , dando 
uua rigorosa, e convellevo! dimostrazione di tal propoai- 
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Rione . E da questa dimostrazione ne deducemmo poi come 
corollario la verità che forma I’ oggetto delia prop.3g. del 
Lib. XI. di Euclide. Tal nostra dimostrazione procedeva 
però indirettamente , e vi si doveva anche premettere per 
lemma una verità più generale di qaelia, eli’ Euclide di- 
mostrò nella prop. 1 . Eleni, x; che però abbiamo credu- 
to questa volta preferirvi 1’ altra maniera di dimostrarla 
diretta, ed assai semplice adoperata dalsig.Legendre ne’suoi 
Elementi di Geometria . 

Ridette benissimo il Simson , al proposito di questa 
proposizione , che dovrebbe in essa dimostrarsi , e non as- 
sumerti , che ; le diagonali corrispondenti di due piani 
opposti del parallelepipedo sieno in un piano , alla qual 
mancanza egli , e prima di lui il Clavio hanno supplito ; 
c noi abbiamo latto lo stesso. 

ALLA Paov. XXIX. 

Questa proposizione, del pari che si disse per la 35. 
del Lib. I. , potrebbe aver tre casi ; e tre di fatti ne con- 
sidera il Simson nel suo Euclide : il primo k quando il 
lato GÈ" del parallelogrammo GK coincide coll'altro MHyij.Xl" 
del parallelogrammo MI), l’uno e 1' altro opposto al pa- 
rallelogrammo AB base cornane de’ parallelepipedi propo- 
sti ; il secondo quando GE divide il parallelogrammo MD ; 
ed il terzo è per l’appunto quello che si vede nella nostra 
figura . Or poiché il primo di tali casi • conseguen- 
za immediata della a8 , la quale vi fu perciò premessa da 
Euclide, lo che anche dal Simson è stato avvertito; e 
che la dimostrazione per ciascuno de' due altri casi è la 
medesima : perciò noi ne abbiamo latta per essi una sola , 
e solamente 1’ abbiamo verso la fine in tal maniera mo- 
dificata , da non mostrare , come avviene nel testo gre- 
tto , di appartenersi più ali' uno di essi, che all’ altro . 
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Alla Prop. XXX. ed al Cor. di essa . 

Nella dimostrazione di questa proposizione trovasi 
omesso nel testo greco di provare , che ì piani opposti 
'[/.aft.Xt.del solido LR* fossero paralleli, al che abbiamo noi sup- 
plito • e prima così pure aveva fatto il Simson . Da una 
tal proposizione abbiamo poi dedotto un corollario, del 
quale ci siamo utilmente paevalsi in render più facili , 
e brevi le dimostrazioni delle proposizioni 3i e 34 , ri- 
ducenti osi in esse la dimostrazione pel secondo caso all* altra 
del primo ( V cg. la Pìot. srg. ). 

Alla Prop- XXXI. 

Nel testo greco questa proposizione ha due casi , il 
primo in cui supponesi , che i lati de' parallelepipedi , 
che insistono alle basi sicno a queste perpendicolari , e 
l'altro ebe v* insistano obbliquamente . Noi intanto aven- 
do dimostrato nel corollario della proposizione preceden- 
te , che ogni parallelepipedo a lati insistenti obbliqua- 
„ mente alla base , può rapprese n tarsi facilmente con un 
aldo a lati insistenti perpendicolarmente alla base stessa , 
abbiamo perciò ridotta la presente dimostrazione al solo 
caso primo . Di più il Simson vorrebbe , che il primo 
«li questi casi si distinguesse in due parti , in una delle 
quali si supponessero le basi equiangole ,*e nell’ altro no ; 
ed egli si duole , che ciò non si trovi praticalo nel le- 
sto greco, e crede, che qualche editore antico abbia in- 
tcssuta la dimostrazione della prima di queste due par- 
ti a quella della seconda . Or siccome tal seconda pule 
è la piti generale ; eh* essa comprende la prima , r clic 
volendo adattare a due parallelepipedi , che hanno le 
condizioni della prima parte I* apparecchio della secou- 
•y.ag.M.da, si vede chiaramente , che il parallelepipedo ClVN* 
risultante dalla costruzione , dee confondersi coll' altro 
CDt'IS , di’ c l’un de* proposti , sicché la dimostrazio- 
ne lesta da se stessa modifica la j perciò nou abbiamo 
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credulo di dover rapportare , ohe la sola seconda par- 
te del caso primo , nell’ apparecchio della quale abbiamo 
però detto » e se mai 1' angolo ALB non sia aguale aliai- 
» tro DLC , si prolunghino re. » per dinotare, che di 
ciò fare non v’ era bisogno nel caso di uguaglianza di 
quégli angoli . 


Alla Prop. XXXII. 

L' editore del testo greco , nell’ apparecchio di que- 
sta dimostrazione , omise di dire , che il parallelogram- 
mo FH * si debba applicare nell’ angolo FGH uguale i y'.3o.XI. 
all' angolo LCG $ il che era necessario : che perciò mol- 
to a proposito vi hanno supplito Clavio, e Simson. 

Inoltre ricercandosi in tale apparecchio , che sulla 
base FH si costituisca un parallelepipedo della stessa al- 
tezza che l 1 altro CD » ed avente con questo comune il 
lato FD insistente al piano delle base , 1' editore gTeco 
avea erroneamente tralasciata quest' ultima circostanza , 
di' è stata dal Simson , e da noi supplita . £ la stessa 
correzione si è anche praticala nella prop. 33. 

Alla Prop. C. 

È da credere , eh' Euclide avesse dato luogo ne' suoi 
Elementi a questa proposizione, simile a quella che ave- 
va gik riportata pe' parallelogrammi equiangoli nella 1 3. 
del Libro VI. 


Alla Prop. XXXIV. 

La dimostrazione della seconda parte di questa pro- 
posizione si trova grandemente abbreviata per mezzo del 
corollario da noi aggiuuto alla prop.3o. del presente Libro. 


Digitized by Google 


Lie i i. 55o 


« O T K 


Alla Può*. XXXV. ed al suo Co*. 

In questa proposizione si vuol dimostrare * che * Se 
vi fieno due angoli piani uguali , e ne' loro vertici si a- 
datiino due linee rette sublimi , le quali contengano an- 
goli uguali co' lati degli angoli proposti , l uno alC altro j 
che poi in queste linee rette sublimi si prendano due pun- 
ti , da' quali si tirino le perpendicolari a' piani ne' quali 
sono i primi angoli , e da' punti tf incontro di queste 
perpendicolari con que' piani si tirino le linee rette ai 
vertici di quegli angoli : queste congiungenti comprende- 
ranno angoli uguali colle linee rette sublimi . Da tal dimo- 
strazione poi si deduce per corollario , die : Se le linee 
rette sublimi sieno uguali , le perpendicolari dovranno es- 
sere anche uguali. * 

Or chi mai potrà sostenere, che tulio questo artifi- 
zio sia di Euclide *, e che questo geometra , che altronde 
riconosciamo dotato di grandissima sagacia , c penetra- 
zione , si fosse poi in ciò cos'i ingannato? Imperocché, 
o Euclide suppose , che gli angoli solidi contenuti da 
tre angoli piani uguali , e similmente posti sono ugua- 
li , o non lo suppose - Che se egli suppose una tal 
rosa * perchè poi usar tanto artifizio per dimostrare uua 
\ eiità , che n’ era necessaria conseguenza ? Di fatti, sie- 
aj.Xl.no gli angoli BAC , ha c * i proposti , ed AD, a d le 
linee rette sublimi , che formano 1' angolo BAD uguale 
all' angolo b ad , e 1' angolo DAC uguale all' angolo d ac: 
dovranno essere uguali gli angoli solidi in A , a; e per- 
ciò posti l'uuo nell'altro, dovrà l'angolo BAC comba- 
ciare coll' altro b a c , e la AD adattarsi sulla a d. Adun- 
que si prendano nelle AD , ad i punti D , d , e da essi 
tirimi a' piani BAC, b ac le perpendicolari DE , d e : è 
chiaro che queste , quando gli angoli solidi si supponga- 
no coincidere, risultino parallele, ed esistano colle AD , 
a d in un medesimo piano ; che perciò le comuni sezio- 
ni di questi piani cogli altri BAC , b a c dovranno coin» 
cidere j e quindi essere uguali gli angoli DAE , d a c. 
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Se poi al contrario Euclide non volle assumere , ina 
dimostrare , che gli angoli solidi contenuti da tre angoli 
piani uguali 1’ uno all’ altro , e similmente disposti , sono 
uguali ^ dove certamente farlo prima della a4 • cd in tal 
caso la dimostrazione della presente proposizione avrebbe 
potuto anche congegnarsi nel modo poc’ anzi detto . Adun- 
que nell’ uno, e nell’ altro caso la dimostrazione della 35. 
del Lib. XI non è corrispondente all’ oggetto che vuol di- 
mostrarsi : che perciò è da credere , eh’ essa sia stata or- 
dita da Euclide, per dimostrare precisamente 1’ uguaglian- 
za di due angoli solidi , i quali avessero le condizioni 
poc’ anzi dette ; e che quelli editori antichi , i quali cre- 
dettero di poter assumere senza dimostrazione questa ve- 
rità , si sieno poi di uu tal ragionamento valuti per di- 
mostrare la 35. 

Per vieppih convincersi di ciò che si è detto , ba- 
sta riflettere , che la verità che in tal proposizione vuol 
dimostrarsi non è di nessun uso negli Elementi , c 
che al contrario vi bisogna per la dimostrazione della 
prop. 36 del Lib. XI. il corollario , che se ne deduce . 
Perchè dunque Euclide avrebbe usata in questo luogo una 
bizzarria geometrica , della quale non ve ne ha altro c- 
sempio negli Elementi , e che non è certamente senza tac- 
cia ? E poi un tal corollario si poteva anche dimostrare 
indipendentemente dalla pfoposizione da cui si deduce , 
come il Simson ha fatto : che perciò non sappiamo ve- 
dere , perchè mai questo geometra abbia ritenuta nel suo 
Euclide la prop. 35 , ebe poteva comodamente tralascia- 
re , come noi abbiamo fatto , deducendo quel corollario 
dalla sua prop. B , ove avea dimostrato, che : due angoli 
solidi contenuti da tre angoli piani rispettivamente ugua - 
li, c similmente posti possonsi far coincidere , del qual 
principio egli in effetto si serve per la dimostrazione del 
corollario suddetto. 


Alla Prop. XXXVI. 

Questa proposizione confermo ciò clic abbiamo detto 

** 
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molla nota precedente : imperocché sì vede chiaro , che 
essa può dimostrarsi senza aver bisogno di quella j e cos\ 
ha fatto il Tacquet, supponendo che gli angoli solidi con- 
tenuti da tre angoli piani rispettivamente uguali fossero 
anche uguali, la qual cosa nei Libro XI. già altre volte 
si era assunta . Ciascun vede però , che la dimostrazio- 
ne del Tacquet aia , per ciò che piu volte si è detto, di- 
fettosa ; giacché questa proprietà degli angoli solidi dove* 
va dimostrarsi , e non assumersi . Inoltre in tal dimostra- 
zione il Tacquet suppone , che i solidi sieno già fatti , 
e non dimostra in qual modo si debbano costruire, come 
si trova eseguito nei testo greco . Il Simson poi avendo 
dimostrato il corollario della prop. 35. indipendentemen- 
te da quella prop. , come si c detto nella nota prece- 
dente , ha perciò dimostrata la proposizione 36 , senza 
aver bisogno della 35. 

Alla Prop. XXXVII. 

In questa prò punizione si trova assunto , che le regio- 
ni triplicale di due ragioni uguali , sieno pule tra loro u- 
guali . Ma m* Euclide nou volle assumere nella prop. 27. 
del Lib. VI , cjte le ragioni duplicate di ragioni uguali 
sieno uguali , il che per altro si deduceva dalla sua pro- 
posizione 72 del Libro V , c'ome mai potè poi suppor ciò 
vero senza dimoili azione per le triplicate ? E por questa 
ragione , che noi , seguendo Clavio, e Simson , abbiamo 
dimostiala la presente proposizione in una maniera di- 
versa dal testo gieco , ed analoga all' altra eh* Luclide 
tenne per la suddetta prop. 72 del Lib. VI. 

Alla Prop. XXXVIII. 

Questa proposizione , sebbene noo abbia alcun uso 
nrpli Elementi ; pure trovandosi adoperala da Apollonio, 
c da altri geometri , ed esseudovene anche bisogno in que- 
sto uostio Cono di CiOKutria nella propostone 5. delle 
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Prenozioni sulle Sezione Coniche : è perciò che l' abbu- 
ìno ritenuta ; nè pensiamo , come il Simson , eh' essa sut 
affatto inutile'. 

Alla Prop. XXXIX. 

Questa proposizione par che sia stata stabilita da Eu- 
clide negli Elementi come lemma alla proposizione 17 del 
Libro XIII.’ mentre di essa non si trova giammai fatto 
alcun altro uso negli Elementi stessi . E noi abbiamo re- 
cata 1' enunciazione , e la dimostrazione di siffatta propo- 
sizione nello scol. della prop. 28 del Lib* XI , come fu 
gik avvertito nella nota a questa. 
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Alla Prop. A. 

Questo lemma necessario alla dimostrazione delle pro- 
posizioni a, 5 , 10, 11. del pres. Lib., e per noi anche al- 
la costruzione della prop. 16. del medesimo , ed a più 
dimostrazioni de’ teoremi di Archimede, è tratto dal Lib.X. 
degli Elementi di Euclide, ove forma la prop.i. 

Alla Prop. II. 

Gli antichi geometri tutte le volte che vollero 'para- 
gonare le figure curvilinee tra loro , le considerarono come 
il limite di figure rettilinee , e dal rapporto di queste ven- 
nero in cognizione del rapporto di quelle . Euclide , per 
esempio, avendo dimostrato indipendentemente dal nume- 
ro de' lati , che due poligoni simili iscritti in due cerchi 
erano tra loro in duplicala ragiouc de' diametri , si spin- 
se a dimostrar lo stesso pc* cerchi, che considerò comi i 
limiti de' poligoni in essi continuamente iscritti ; ma 
l’ idea di considerare il cerchio come un poligono d' in- 
fluiti lati era poco geometrica , perchè ripugnante alia 
definizione di tal curva ; e perciò egli , dopo essersene 
servito per la scoperta dell’anzidetta verità, ricusò giustamen- 
te di adottarla per la dimostrazione della medesima . Ar- 
chimede pervenne nel modo stesso a determinare le su- 
perficie del cilindro , del cono, e della sfera , ed i rap- 
porti delle solidità loro , la quadratura della parabola , e 
le proprietà delle spirali , nè poi volle adottar 1' idea di 
limite in dimostrare queste sue importanti scoperte . Ed 
ecco un altro fortissimo argomento col quale resta conva- 
lidata la necessità delle dimostrazioni indirette . 1 geome- 
tri .antichi, che amavano certamente assai più che noi la 
purità , ed il rigor geometrico , vi sono spesse volte rf- 
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corsi , quando hanno dovuto nascondere le nozioni del- 
l’ infinito, per mezzo delle quali erano pervenuti alla sco- 
perta di qualche verità . E chi ardirò mai sostenere , che 
sia forse meglio il fondar la conoscenza di una veritò im- 
portante sopra un principio metafisico, e duro, piuttosto 
che ricorrere ad un ragionamento indiretto convincentissi-* 
mo ? È vero , che I 1 uso de’ metodi moderni ci ha resi 
pih arditi in maneggiar le teoriche dell’ infinito ; ma non 
Insogna però negare gli sforzi , che sommi analisti hanno 
latti per evitarle , ben persuasi della loro durezza . Qual 
necessitò vi sarà dunque d* introdurre queste nozioni ne- 
gli Elementi di Geometria , quando si può lare altri- 
menti , e bene ? 

È pure da avvertirsi , che nella dimostrazione di que- 
sta proposizione , dopo essersi detto » adunque eziandio , 
come il cerchio ABCD * allo spazio S , cosi * il poligo-*/.a.XII. 
» no AXBOCPDR al poligono EKFLGMIJN » si è tra- 
lasciato il permutando , come inutilmente inseritovi da 
mano imperita , polendosi fare la conchiusione , come va 
fatta , per la i4 del V° . E ciò potrò valere anche in 
conferma di quanto fu detto nella Nota alla proposizione 
a5. del Libro VI. 


Alla Prop. III. 

In questa proposizione, dopo essersi dimostrato il tri- 
angolo EHG * uguale e simile al triangolo KDL, si sog-y.3 XIT. 
giugno : Eadem rottone et E AG triangulum est acquale 
et simile triangulo KHL ; mentre si poteva conchiudere, 
che questi due triangoli sieno uguali , e simili , per V 8. 
del Libro I. Di più una volta che si è conchiuso , che 
il triangolo E AG sia uguale e simile all* altro KHL , è 
assolutamente superfluo il dimostrare , che 1* angolo BAG 
pareggi P angolo KHL ; il che trovasi eseguito nel testo 
greco , quando si vuol provare che i triangoli BAC , KHL 
sieno simili . 
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Alla Prop. IV. 

Alcuni passaggi di questa proposizione si sono da noi 
resi più esplicitamente, che nel testo di Euclide. 

Alla Prop. VI. 

Il modo nel quale da noi si c dimostrala questa pro- 
posizione , eh' c analogo a quello tenuto dal Simson , ha 
resa tal dimostrazione un poco più breve dell' Euclidea , 

Alla Fnop. VII. 

La soggiunta a questa proposizione , verso la fine di 
essa, che comincia : Or la piramide ec. , è a) di Ih di ciò 
che si era proposto a dimostrare ; ma essa non è inutile, 
e dovrebbe almeno formare un corollario per tal propo- 
sizione , necessario a premettersi a quello che ora è il pri» 
ino di essa . Noi intanto per non gravar troppo di corol- 
lari questa proposizione , ci siamo alterniti al testo greco. 

A' Cor. I, c II della Prop. VII. 

* Il primo di questi corollarj trovasi nel testo greao e- 

sposto con tal lacouismo , che produce oscurità, e noi ce 
ne siamo perciò di scostati, per dichiararlo convenevolmen- 
te . L' altro corollario poi fu recato dal Coramandini nel 
suo comentario alla presente prop. 7 , ed il Simson lo 
ridusse nel testo , ove sta opportunamente collocalo , come 
uoi abbiamo anche fatto . 

Alla Prop. Vili. 

Avendo noi data delle figure solide simili una defi- 
nizioni diversa dall' Euclidea , abbiamo dovuto sulla nor- 
ma di questa definizione cambiare anche la dimostrazione 
della presente proposizione , nel principio di essa , ove 
*/ 7 . XII. vuol provarsi , che sieno simili i parallelogrammi BM, EP f< 
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Al Cor. della Prop. Vili. 

A questa proposizione si trova nel testo aggiunto un co- 
rollario, la cui dimostrazione era imperfetta, poiché si tra- 
lasciava di dimostrare , che le piramidi triangolari in cui 
ai dividono due piramidi poligone simili , sieno anche si- 
mili ; il clic necessariamente doveva dimostrarsi : c lo stes- 
so Euclide cosi ha praticato in un caso analogo nella 12. 
del presente Libro . Noi abbiamo perciò supplita questa 
mancanza , seguendo il Simson . 

Alle Prop. XI, e XII del Lib. XII. 

Il Simson dal non trovar osservato nelle figure di 
queste due proposizioni P ordine alfabetico delle lettere , 
come Euclide ha sempre costumato fare, è stato indotto a 
sospettare, clic vi fosse stata un* alterazione nel testo greco. 

Alla Prop. XIII. 

In questa proposizione si trovava assunto , e non già 
dimostrato , clic la comune sezione di un cilindro con un 
piano parallelo alle sue basi , sla cerchio ; e noi abbiamo 
ciò supplito . 

Alla Prop. XV. 

II primo caso della seconda parte di questa dimostra- 
zione non si trova nel testo greco ; ed inoltre vi sono al- 
cune cose mancanti anche nel secondo caso di una tal 
parte . E si a quello che a questo si è da noi supplito . 

Alla Prop. XVI. 

La presente proposizione è un lemma problematico 
stabilito da Euclide per la dimostrazione della proposizio- 
ne 18 del presente Libro, ov'egli si vale di un’acconcia 
maniera di dimostrare , della quale ci siamo anche noi , 
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sull' esempio suo , prevalsi utilmente in parecchie dimo- 
strazioni del 1°. Libro di Archimede sitila S/ara e sul 
Cilindro . E nelle edizioni del nostro Corso di Geome- 
tria Elementare precedenti la sesta , ce n’ eravamo anche 
serviti per dimostrare le prop. a, io, ed n del Lib. XII. 
di Euclide , mutando le sue dimostrazioni , che dalla sesta 
edizione in poi restituimmo, per essere consentanei al nostro 
proposito, di modificare il testo di Euclide solamente ove vi 
fosse assoluto bisogno. Coloro però che desiderano cono- 
scere tali nostre dimostrazioni , facilissime a congegnarsi 
sull' andamento di quella della ìB , potrauno riscontrarle 
come abbiamo gih detto , in tutte le edizioni del nostro 
Euclide precedenti la sesta . 

Intanto nella soluzione del lemma problematico di cui 
y.l6. XII. parli amo , in assegnare l’arco DA • , tale che prenden- 
done uno minore dall’ i stesso punto A , la corda di que- 
sto non possa incontrare la circonferenza interiore dab y 
ci siamo valuti di una costruzione diversa da quella del 
lesto , e più convenevole , come ognuno rileverò facil- 
mente da se medesimo . 

Allo Scol. della Prop. XVI. 

A questa proposizione abbiamo aggiunto uno scolio , 
che contiene un lemma problematico analogo ad essa , e 
necessario per la dimostrazione di molti teoremi di Ar- 
chimede sulla Sfera , da noi dimostrati nella maniera gik 
detta nella precedente Nota . 

Alla Prop. XVII. del Lib. XII. 

In questa proposizione , nel testo greco si propone a : 
Descrivere nclV esteriore di due sfere concentriche un so- 
lido poliedro , il quale non tocchi la sfera interiore j e 
nella dimostrazione della costruzione di tal problema vi 
erano molte cose guaste, e mutilate, che il Simson ha cor- 
rette . Or poiché tal proposizione non c che lemma della 
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■ 8. , fioi abbiamo trovato opportuno di sostituirvi l'al- 
tra che trovati ne' nostri Elementi ; si per evitare una 
lunga e complicata soluzione , e dimostrazione , qual' è 
quella die dà Euclide di lai problema , come anche , per- 
chè il lemma da noi stabilito espone a dirittura il rap- 
porto di due solidi iscritti in due sfere, e generati nel 
modo che da noi si è supposto j mentre che un tal rap- 
porto, sul quale è fondata la dimostrazione della prop.t 8., 
non forma presso Euclide che un corollario della sua 
prop. sj. 


■waika^. 
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AL LIBRO XIII. 

L' oggetto del Lib. XIII. è la costituzione delle ligure 
solide regolari da Euclide definite nel Lib. XI., che il primo 
de' solidi ; la loro descrizione io una dola sfera ; e'I paragone 
dolati di esse tra loro , ed al raggio della sfera. Vi si trova 
inoltre aggiunta qualche considerazione aliena da tale argo- 
mento, per que’ lati di alcune di tali figure, i quali sono ir- 
razionali ; il che mette una certa connessione tra le materie 
da Euclide trattate nel Lib. X. , ed i suoi Libri di Geome- 
tria, cioè questo XIII. Ma cii> non deroga alla nostra opinio- 
ne riportala nel discorso preliminare; poiché ù falle ricerche, 
le quali restano senza alcuna applicazione, hanno potuto es- 
servi aggiunte da Euclide, o da altri , per mostrare di quale 
uso potevano essere in Geometria le considerazioni d' incom- 
mensurabilità esposte nel lib.X. degli Elementi ; quantunque 
questo non formasse un trattato unito a quelli di Geometria. 

L' orditura di un tal Libro è la seguente . Vi si stabi- 
liscono da Euclide dodici lemmi, ne’priml sei de’ quali egli 
espone talune proprietà della retta divisa in estrema , e me- 
dia ragione ; e di essi noi abbiamo ritenuti solo quelli , che 
alla nostra manieradi trattare le dottrine principali in que- 
sto libro contenute erano uecessarj, cioè il 3*, 4*» e 5”. 
In seguito passa ad esporre ne’ lemmi ed 8 ° due pro- 
prietà del pentagouo regolare ; e nel 9 * , eh’ è la nostra 
prnp. V., dà la maniera di esibire il Iato del decagono i- 
scrittibile in un cerchio dato ; la qual cosa per altro sa- 
rebbe stata facile 1 ’ ottenerla diversamente, nel modo elle 
trovasi indicato nella Nota alla prop. io.Lib.1V. Finalmente 
nel so* , 1 1 ° e la* dà alcune nozioni preliminari del rappor- 
to, che in potenza serbatisi tra loro , o col roggio del cerchio 
in cui sono iscritti, l'esagono, il pentagono, e ’l triangolo re- 
golari ; e di questi noi , per le sopraindicate ragioni , abbia- 
mo tralasciato l’t t”, nel quale si dimostra, che: Se in un cer- 
chio a diametro razionale descrivati il pentagono equilate- 
ro ; il lato di quello sarà linea irrutionalr, che dicesi mino- 
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re. Seguono dopo ciò cinque problemi, per la costituzione 
de’corpi regolari, e la loro iscrizione in una data sfera , nella 
esposizione de" quali noi abbiamo fatto que* cambiamen- 
ti, che ci sono sembrati più atti a renderne di maggior ele- 
ganza 1' esposizione, e più facile il comprendimento. Final- 
mente nell* ultima prop. di tal Libro , eh’ è la prop. 18. 
Euclide imprende a paragonare tra loro i lati di tutti 
cinque i corpi regolari iscritti nella stessa sfera ; nel quale 
argomento noi abbiamo creduto conveniente di valerci 
all 1 uopo di dottrine algebriche , perche queste sono or- 
mai comuni nell* ordinaria istituzione de* giovani, e nella 
nostra Àlgebra trovanti a rigore dimostrate. Per tal modo 
abbiamo evitato un lungo giro di verità dimostrate da Eu- 
clide nel suo X° Libro degli Elementi. 


AVVERTIMENTO. 

L* esserci in questi Libri XI. XII. c XIII. molto al- 
lontanati da una semplice versione , ci ha impedito di 
far notare minutamente tutti i guasti prodotti nel testo 
greco dagli espositori, de* quali si potrà esserne pienamen- 
te informati dalle note del Simson al suo Euclide . Noi 
intanto chiuderemo queste nostre note a* primi sei Libri , 
ed all* XI. e XII. degli Elementi , dicendo col poc' anzi 
nominato insigne geometra , che dalle cose fin qui espo- 
ste apparisce abbastanza, quanto sicno stali corrotti, c mu- 
tilati dagl* ignoranti editori gli Elementi dell* accuratissi- 
mo Euclide ; e quindi che 1 * opinione che molti sommi 
uomini ebbero dell* edizione greca che ora abbiamo, cioè 
eh* essa poco, o niente si differisca dalla vera opera di 
Euclide, gl' ingannò senza dubbio, e gli rese perciò me- 
no accurati in esaminare una tal* edizione; doiid* è avve- 
nuto, che dai tempi di Teone finora, non siensi avverti- 
ti iu evia alcuni errori di non poco momento . Clic per- 
ciò ci gio\a sperare, che 1* impegno da noi preso in resti- 
tuire, e liberare da uei questi libri, non debba dispiacere 
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a' giusti estimatori delle cose geometriche , i quali sanno 
ben discernere le legittime definizioni, e dimostrazioni da 
quelle che non lo nono . E coloro i quali hanno tentato 
di mutare T ordine, ed il metodo Euclideo, potranno an- 
che convincersi , che sia tale il merito degli Elementi com- 
posti da questo geometra , che quantunque s’i oltremodo 
guastati con tutto ciò hanno formata 1* ammirazione di 
tutti i geometri sommi di ogni tempo j e per la loro eccel- 
lenza sono stati insegnati in tutte le scuole, tradotti e co- 
mentali in tutte le lingue : che perciò aveva ben ragione 
Roberto Simson dì adattar loro il gife detto dal Barrow 
per la definizione delle quantità proporzionali , cioè che : 
A Vai rnachinis impulsi validioribus , arternum persisterti 
inconcussi . E si vedrò pure , che con molta ragione ai 
facitori delle ordinarie istituzioni geometriche', che non ces- 
sano a folla di comparire a di nostri , per aver poi un’e- 
lìmera durata , si può rinfacciare ciò che dice Giuseppe 
Torelli , nella dotta prefazione al bellissimo Archimede 
stampato in Oxford nel 1791 : Non sum nescius , quae 
antiqui pertractarunt , cadem a receniioribu* petrat tata «ri- 
se, et quotidie ptrtraclari \ ted , absit dieta invidia , la- 
bore prorsus irrito . Si enim Euclidei , ut de hoc uno lo- 
quar , ali qua in parte peccai , cur non redarguii ? Sin 
autem in omnibus sibi constai , cur ea mila aliis ver bis 
pruponis ? Al quaedam scilicet recentiores detorquent , 
invertirti, immutant . Ita quidem existimo , sed tamen dum 
hoc faciunt , quid , quacso , aliud agunt , quam ut sarei - 
ria forn 1 mitra tur , qui fzminarum velici quotannis rejin -* 
guai , ut eas ad saeculi mores accomodent ? De brevi tate 
autem quam tantopcrc jactant , quod dicunt , id nihil est j 
cunt breve nihil dici • debeat , quod sine explicalione ali - 
qua intvlligi nequit , et minus perspìcue traditur . Quae 
cum ita sint , optimc illi mila de Geometria meriti esse 
vidcntur , qui in antiquis a ucloribus emendando , 1 dui tran - 
disque operam posucrunt . 
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AL LIBRO SULLA SFERA, E SUL CILINDRO. 

Al discorso preliminare 
[ Sul metodo de' limiti ] 

Tra lutti i metodi di approssimazione , non v' ha 
dubbio che quello de' limiti , detto anche di Esauslione , 
adoperato dagli antichi, meriti preferenza, perla sempli- 
cità de' principj $u i quali è fondato , e per 1* andamen- 
to geometrico che gli è proprio, ragion per la quale i mo- 
derni obbligati a dimostrare la genuinità di que* metodi 
sommatorj attivissimi da essi rinvenuti , o modificati , 
hanno sempre cercato di far vedere , clic questi a quello 
de' limiti si riducevano. 

Siffatto metodo forma non piccola parte di quella tan- 
to ben meritata gloria del divino Archimede , tutti a lui 
atti ibuendone V invenzione j perchè forse egli il primo 
il ridusse a principj , su i quali fondò poi tutte quelle 
sublimi investigazioni, che ammirami nelle sue opere. V’ ha 
però ogni ragione da credere , che i geometri ì quali il 
precedettero , non doverono mancare assolutamente di un 
qualche ajuto , e conoscenza del medesimo , senza di che 
Eratostenc non avrebbe potuto scoprire talune verità ele- 
mentari di Geometria, eh' Euclide ci ha riportate ne' suoi 
Elementi . In qual modo di fatti si sarebbe potuto rinve- 
nire il rapporto de' cerchi*, quello del cono, e del cilin-* a. XII. 
dro equealti posti sulla stessa base*; e l'altro delle sfe-*io. XII. 
re *, senza ripeterli dalla considerazione, che tali grandcz-*i8.XIT. 
ze erano rispettivamente limiti di poligoni, e poliedri con- 
venevolmente iscritti in esse? Oltre questa maniera non 
v' ha altra analisi geometrica per tali ricerche . 

Siccome però siffatte investigazioni erano fondate 
sull'astratto, e metafisico concetto dell' infinito, che mal 
coniàcevasi alla purità dell'antica Geometria, ed al chiaro 
procedere delle sue dimostrazioni ; perciò que' geometri 
22 
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che precedettero Archimede, dopo essersi prevalsi di quel 
metodo per rinvenire tali verità, ricorsero poi a stabilir* 
le con dimostrazioni indirette. Eia difficoltà non piccola 
che incontravasi in ordir queste , per le quali bisognava 
gran corredo di lemmi , ed un ragionamento assai lun* 
go, gli tenne anche lontani dallo spaziarsi in simili ricer- 
che. Su tal fondamento giunsero essi fino a ricusare que’ 
vantaggi, che da questo metodo avrebbero potuto ritrarre , 
per iscoprire molte altre verità geometriche intorno a‘cor- 
pi rotondi : forse anche avendo riguardo ad una certa du- 
rezza , che ancor ravvisasi in taluni princìpi de* quali 
si aveva bisogno nell’ adoperare quel metodo , e che da 
Archimede trovami assunti . E forse fu per queste ra- 
gioni , che Archimede scrivendo a Dositeo , nell' in- 
viarli il suo primo Libro sulla Sfera e sul Cilindro , gli 
diceva: Ilare qui de ni ( cioè alcune verità riguardanti que- 
sti solidi ) natura iis , quas di ximus\ figuri s prius incrani , 
nec tarnen ab iis detccta sunt , qui ante nos Gcometriarn 
cxcolucrunt . . • 

L' importanza di questo metodo de 1 limili in Geome- 
tria , il dover esso servir di lume a’ metodi Sommatorii 
moderni, il non trovarsene ne' libri elementari distinta no- 
tizia , anzi il vederlo sconciamente, ed erroneamente ado- 
perato in taluno di essi, da chi poco, o nulla il conosce, 
c’ induce a qiù esporne in breve V andamento . 

Def. i. Una determinata grandezza si dirà limile di 
un'altra, se questa possa, crescendo, o decrescendo, con- 
tinuamente approssimarsi a quella, da differirne per quan- 
tità minore di qualunque data omogenea alle altre due . 

Archimede fondato su questo principio , volendo stabi- 
lire esser il cerchio limite de' poligoni continuamente iscrit- 
ti , e circoscritti ad esso , ecco con quanto rigore proce- 
de. Ei comincia dal dimostrare, die ; il perimetro di un 
poligono iscrìtto nel cerchio sia minore della circonferen- 
za ; e quello del circoscritto ne sia maggiore . Indi pas- 
sa a provare, che: Date due grandezze disuguali , sia pos- 
sibile assegnar due rette tali , che la più grande serbi 
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alla più piccola minor ragione che la maggiore di (fucile 
grandene alla minore . Da questa verità passa all'altra , 
die : Date due grondaie disuguali ed un cerchio , sì può 
iscrivere nel cerchio tal poligono , e tale altro circoscriver- 
gliene , sicché il lato di questo stia al lato di quello in 
minor ragione , che la più grande delle grandette alla più 
piccola. Ed in seguito passa a provar lo stesso per le aje, 
cioè che : Dato un cerchio , e due rette disuguali , si può 
iscrivere , e circoscrivere al cerchio tal poligono , sicché 
il circoscritto abbia all'iscritto minor ragione, che la mag- 
giore di quelle rette alla minore . E finalmente su que- 
sta verità stabilisce egli 1' altra , che : Dato un cerchio , 
gli si posta iscrivere , o circoscrivere un poligono tale , 
che i segmenti che rimangono tra il poligono e'I cerchio 
sieno minori (U uno spasio dato. La qual proposizione , 
come si vede , stabilisce in fine il cerchio come limile 
de* poligoni continuamente iscritti, e circoscrìtti. E nel 
modo stesso ei procede nello stabilir la sfera come limite 
de'poliedri iscritti , e circoscritti continuamente ad essa ; 
cd in altre ricerche analoghe. 

Alle defieizionf. 

Archimede non avea definito il segmento sferico, nè 
tampoco aveva ciò latto Euclide ; e noi abbiamo suppli- 
ta tal definizione . E sì questa , che quelle del setto* 
re, e del rombo conioo le abbiamo fatte per genesi, a fin 
di mettere una certa uniformità tra esse, e quelle del co* 
no , del cilindro , e della sfera , eh’ Euclide diede nd 
Lib. XI. ; ed anche perché cosi facendo ci si è agevolala 
la loro applicazione alle proposizioni in cui se ne fa uso. 
Intanto sì alla definizione del settore , che a quella del 
rombo conico abbiamo aggiunta una seconda parte , che 
contiene la definizione di Archimede . 
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Archimede ha stabilito nel cominciamento dì questo 
suo Libro alcune proposizioni , che la maggior parie de- 
gli espositori ha prese per assiomi ; ma che a rigor geo- 
metrico non sono tali : noi ritenendole con qualche mo- 
dificazione , per renderle più chiare , e di una più facile 
applicazione, le abbiamo dato il nome, che loro era con- 
veniente , di Pr itici pj . 

« Alla Prop. III. 

La nostra maniera di esporre le Veri ih di Archime- 
de sulla S/cra c sul Cilinilro y esigeva che vi si premet- 
tesse 1’ altra enunciata nella presente prop. 3. , esimendola 
dal Libro della Misura del cerchio al quale si appartiene. 

Nello scolio poi di tal proposizione abbiamo assegna- 
to il rapporto delle circonferenze di due cerchi , che con- 
veniva recare esplicitamente negli Elementi di Geometria . 

Alla Prop. V. 

f.\ Arch. In questa proposizione Archimede divide l'arco ABC* 
per meth in B , ed unite le corde AB , BC , BD , assu- 
me che due triangoli ADB , BDC sicno maggiori del tri- 
angolo ABC : e ad un uomo che inventava ciò poteva 
permettersi . Eutocio nel suo dotto contentano ai Libri 
sulla Sfera e sul Cilindro volle dimostrar questo passag- 
gio; e sulla dimostrazione da lui fatta nulla si era osser- 
vato da' geometri fino a Giuseppe Torelli , il quale uel 
suo Archimede , a piede di pagina , disse : hace demon - 
strado Eutocii non valel . Ed in effetto essa non è suffi- 
ciente a provare l'assunto, che nel solo caso, in cui 
formandosi al punto D della AD , e nel piano dell' ango- 
lo ADC , un angolo uguale ad ADB , o a BDC , e pre- 
so nell' altro Iato di quest' angolo una parte uguale alla 
AD j l' estremo di un tal lato cada al di sotto della AC: 
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poiché se ciò non avviene , e che questo estremo cada 
al contrario al di sopra della AC , come si verifica sem- 
pre che l'angolo ADII, o 13 DC c maggiore di ADCj la 
dimostrazione di Eutocio non è soddisfacente . ( Si meo/i- 
tri questa dimostrazione ne suoi corncnlarj ad Archimede ")' . 
Noi abbiamo però supplita diversamente U dimostrazio- 
ne di cui si è parlato . 

Alla Prop. £ 1 V. 

Archimede riduce tutte le superficie curve de* solidi, 
che considera nel suo Lib. 1 . sulla Sfera, e sul Cilindro y 
al cerchio \ e tutte le loro solidità al cono . Or avendo 
egli in seguito dimostrato a qual triangolo sia uguale un 
cerchio ( Circuii dimenùo prop. 1. ), ha in tal modo ri- 
dotte tutte quelle esibizioni di superficie curve ad una fi- 
gura rettilinea ; il che era importante , non solo per la 
pratica , in cui spesso si ha bisogno di valutarle ; ma an- 
che in molte ricerche geometriche . Era dunque necessa- 
rio , che si stabilisse il rapporto tra un ceno ed una pi- 
ramide , affinchè que' solidi da Archimede comparati al co- 
no , potessero similmente esser valutati in pratica . La 
qual cosa non trovandosi da questo sommo geometra ese- 
guita , nò altri avendola ancora esposta con quel rigore 
che convengasi , noi abbiamo creduto opportuno di oc- 
cuparcene in questa prop. t4< , che abbiamo dimostrata 
per mezzo di quello stesso principio di Euclide , del qua- 
le altrove abbiamo parlato ( Nota alla prop . 16. del Li- 
Irò XII- ) . 

Alle Prop. XV. XVI. XVll.\ e XVIII. 

Le dimostrazioni di queste proposizioni sono identi- 
che a quelle di Archimede . Noi abbiamo però aggiunto 
alla 16, ed alla 17. un corollario, del quale avevamo bi- 
sogno in alcune dimostrazioni seguenti . 
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AL LIBRO DELLA MISURA DEL CERCHIO. 

■ 

I principj su i quali abbiamo fondata la presente ri- 
cerca sono presi da Giacomo Gregory * rna noti perciò gli 
si dee attribuire la maniera come noi gli abbiamo applica- 
ti a dimostrare le diverse verità comprese nel Libro de 
Dimensione circuii di Archimede, fin da che pubblicam- 
mo nel 1804 gli Elementi di Geometria Solida in tre 
libri j che ami la stessa esposizione di tali principj , ne* 
due Lemmi , è molto più semplice di quella che ne diede 
il poc* anzi detto geometra . Intanto siccome a ridurre in 
pratica le verità in tal Libro comprese, è necessario di 
conoscersi in qual modo si valuti un quadrato di cui sia 
dato aritmeticamente il lato; e che per gli usi pratici ai 
quali frequentemente servono i teoremi sulla Sfera e sul 
Cilindro , sposso occorre di valutare la superficie , o U so- 
lidità di quei corpi; non sarà perciò fuor di proposito , di 
qui recare in due teoremi la maniera di valutare uno spa- 
zio rettangolare , eia solidità di un parallelepipedo rettan- 
golo, alle quali due figure le altre tutte, com* è noto da- 
gli Elementi , facilmente si riducono , 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Se i due lati che contengono un rettangolo, meno 
espressi con qualsivogliano numeri rapportati ad una 
stessa unità ; il prodotto di questi dovrà dinotare, in 
quadrati di tale unità, il rettangolo proposto. 

Sieno A , B i lati di un rettangolo espressi in nume- 
ri , come si è detto: sarà esso rettangolo a quello di B 
* A. VI. nell* unità comuue ad A , B , come A a quell* unità* : e 
perciò quel rettangole conterrà questo tante volte, quante 
volle A e ou lituo di quelle unità , cioè quel numero di yol- 


Digitized by Google 


CHITtCIIE , E GEOMETRICHE 


56*) AiCHtV. 


tc, eh' è dinotato da A. Similmente il rettangolo di R 
nell' unità iU al quadrato di questa , come B all' unità ; e 
perciò quel rettangolo conterrà questo quadrato il numero 
di volte , eh' è rappresentato da B . Laonde il rettangolo 
di A in B dovrà contenere il quadrato dell' unità tante 
volte, quante n’esprime il prodotto delle unità di A per 
quelle di B . — C. B. D. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Se i lati dintorno ad un angolo di un parallele- 
pipedo rettangolo, sieno espressi in numeri rapportati 
ad una stessa unità ; il prodotto di questi dinoterà il 
numero de’ cubi di quell’ unità , che si contengono nel 
parallelepipedo . 

Sieno A, B, Ci tre lati di un parallelepipedo ret- 
tangolo espressi in numeri , come si è detto . Ed essen- 
dosi dimostrato, che il prodotto de' due numeri die rajs. 
presentano A , B esprima in quadrati dell - unità assunta 
quel rettangolo terrainatore del parallelepipedo, il quale è 
contenuto da A, B*; è chiaro perciò, che se un tal pia- 
no si prenda per base del parallelepipedo , e che perciò 
sia C P allena di questo solido, dovrà esso stare a quel- 
I’ altro parallelepipedo della base Stessa, e che ha per al- 
teita l’unità, come C all'unità*; cioè quel parallclcpipe-* 
do conterrà questo il numero di volte espresso da C . 
Similmente si dimostra che questo parallelepipedo contie- 
ne il cubo dell'unità tante volte, quante volte il rettan- 
golo di A in B contiene il quadrato dell'unità, cioè quel 
numero di volte , che viene espresso dal prodotto de’ nu- 
meri che rappresentano A , B* . Adunque il parallelepipe- 
do proposto dovrà contenere il cubo dell’ unità quel nu- 
mero di volte , che si dinoterà dal prodotto di A , per 
B , e per C , — C. B. D. 


* prec. 
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* pre c. 


Dalle misure assegnate pel rettangolo , e pel parallele- 
pipedo , ne* due precedenti teoremi , è facile il rilevare , 
valendosi delle teoriche stabilite negli Elementi , la mu- 
ra di tutte le figure piane rettilinee, quella del cerchio, 
e di tuli* i solidi che si sono considerati nel primo Libro 
di Archimede sulla Sfera e sul Cilindro . E tutte queste 
cose ci sono tralasciate di qui rapportarle a disteso , non 
essendo di alcuna difficoltà , e riduoeudosi a semplicissimi 
sviluppi , ne' quali sarà bene che si esercitino i giovani 
stessi, che hanuo appresi gli Elementi di Geometria, o pur 
ve li guidino coloro che gli hauuo diretti in tale appren- 
dimento , 
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3og La figura della pr : XI. % 10. e non 11. cosi 


quella della ili. 1’ È 11 , e lo stesso fino al 
termine del Lib. XII. 

33t 11 ECD ECB 

4 16 alla prop. xxvn. corrisponde la figura a6. e 
non la 15, c cosi sempre in appresso; di tal 
che alla prop. xxvni. corrisponde la fig. 37. 
ed alle prop. della Misura del Cerchio corri» 
sponde la fig. 3o. 
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AVVISO AL LIGATORE 


PER LA COLLOCAZIONE PII)’ PROPRIA CELLE TAVOLE 
DI FIGURE . 


Le Ire Tav. . pel Li e. I. póngami Ira le p - 5 2 e 53 

Quella . . . pel Lit. II. 72 « 7 3 

Le tre ... pel Li e. III. tiatii 3 

Quella . . . pel Lib. IV. «. i 3 aei 33 

Le due . . ■ pel Lib. V. ~ . 180 e 181 

Le tre . . . pel Lib. VI. dopo la pagina 226 

Le tre ... pel Lib. XI. pongansitralcp. 2860287 

Le due. . . pel Lib. XII 3 a 6 e 3 ay 

Quella . . . pel Lib. XIII. dopo la pagina 3 \j 
Le tre pc Teoremi di Arch. dopo la pagina 44 $ 

Quelle delle Note in fine di esse. 
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